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Zur Theorie der Erzeugung zeometrischer Curven. 


(Von Herrn A. Olivier in Schaffhausen.) 


ls in einer Ebene eine Curve K, der »!°% Ordnung gegeben. und 
nimmt man auf derselben einen beliebigen festen Punkt P zum Mittelpunkte 
eines Strahlenbüschels, so kann auf dieser Curve auf unzählige viele verschiedene 
Arten die Basis eines Curvenbüschels der (» — 1!" Ordnung festzeleet werden. 
welches zum Strahlenbüschel P projectivisch ist und mit ihm durch den Durch- 
schnitt der entsprechenden Elemente die gegebene Curve A, der »t*" Ordnung 
erzeugt. Hierbei ist nun die Beantwortung der Frage von Interesse: „Welchem 
allgemeinen Gesetze die Basen der unzählig vielen zum Strahlenbüschel P 
projeclivischen Curvenbüschel der (2 — 1)!" Ordnung unterworfen sind ?* 

Ganz entsprechend kann auf einer Curve der »t“% Ordnung die Basis 
eines Kegelschnittbüschels willkürlich angenommen und nach dem Gesetz ge- 
fragt werden. dem die Basen der unzählig vielen projectivischen Curvenbüschel 
der (a — 2)ten Ordnung unterworfen sind. 

Die Beantwortung dieser beiden Fragen bildet den eigentlichen Gegen- 
stand dieser Abhandlung; zugleich werden aber aus den folgenden Untersu- 


chungen einige merkwürdige allgemeine Eigenschaften der Curven hervorgehen. 


4 

a) Die gegebene Curve K, der »t% Ordnung sei durch die In »+3) 

Punkte 
bib:...d&; ...0umV; P 
bestimmt, wobei p den Werth 
p = 4nn—1 

besitzt. Ich nehme nun den willkürlichen Punkt P auf K, zum Mittelpunkte 
eines Strahlenbüschels. und bezeichne mit (T,T,), irgend eines von den un- 
zählig vielen Curvenbüscheln der (»— 1!" Ordnung. welches mit dem Strahlen- 
büschel P projectivisch ist und mit ihm durch den Durchschnitt entsprechender 


Elemente die Curve K, erzeugt. Um dieses eine Curvenbüschel (T,T,), genauer 
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festzustellen. dürfen von den 4» '»-+3) gegebenen Punkten der Curve K, 
p= 4In(n-1) 
willkürlich als Basispunkte dieses Curvenbüschels ausgewählt werden; ich 
nehme hierzu die Punkte 
b,bz...b, 

und nenne sie die Grundpunkte des Curvenbüschels (T,T,, 

Die übrigen 

(n—1)—-p=!(n-1)n-—2) =s 

Basispunkte des Curvenbüschels (T,T,), sind alsdann als unbekannte Punkte der 
Curve K, aufzufassen und müssen durch die Bedingung ermittelt werden: dass 
das Curvenbüschel (T,T,), zum Strahlenbüschel projectivisch sein soll. 

Ich bezeichne diese 

s = 4{n-1)(n—2) 

unbekannten Basispunkte des Curvenbüschels (T,T;), mit 


Yı92-- Ya || Ya-ı---% 
und nenne sie zusammen den Basisrest des Büschels. Der Doppelstrich trennt 
hierbei die eigentlich unbekannten Basispunkte des Curvenbüschels von den 
sogenannten nothwendigen Punkten desselben, welche mit jenen von selbst 
bestimmt sind. 

Um nun die unbekannten Basispunkte 
I „! I 


Yıya---Yu-a || Ya-ır- 9% 
des Curvenbüschels (T,T,), zu finden. ist das anharmonische Verhältniss des 
Curvenbüschels 
(bb...byın---Hal--- )l@.--@u—N] 
sleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 
Pla, a....._]; 

dadurch werden die beiden Gebilde projectivisch: 

P[a.a....0._,] A (bib2... bb yı92-.--Y%_: | Y_ı-- 9) [ıa---@._,] 
und erzeugen durch den Durchschnitt ihrer entsprechenden Elemente die ge- 
voebene Curve Ä,. 

b) Durch den gegebenen Punkt P auf K, lege ich nun eine beliebige 
Hülfscurve A,, ebenfalls von der „!“® Ordnung: dieselbe trifft A, ausser im 
Punkte P noch in den (»—1) Punkten 


Ei &yonr Enı-ı- 
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Auf dieser Curve K, nehme ich ferner die 
p= 4nn—l 
beliebigen Punkte 
bibi...b, 

als Grundpunkte eines Curvenbüschels (T,T, , der (»—1 te" Ordnung an. welches 
wieder mit demselben Strahlenbüschel P projectivisch ist und mit ihm in ähn- 
licher Weise durch den Durchschnitt entsprechender Elemente die Curve K, 
erzeugt. wie vorhin das Curvenbüschel (T,T,), mit P die Curve K.. 

Aus der gleichzeitigen Projectivität der beiden Curvenbüschel (T, T;), 
und (T,T,), mit demselben Strahlenbüschel P folgt nun nothwendig auch die 
Projectivität der beiden Curvenbüschel (T,T;), und (T,T,), unter sich; welche 


oewisse 


daher durch den Durchschnitt ihrer entsprechenden Elemente eine g 


Curve I der (2»— 2)! Ordnung erzeugen werden. 
Diese Curve F& geht durch die (a —1) Schnittpunkte 


Eeı&2... E2_; 


von K, und A, (ausser P); ferner durch die Grundpunkte 
bib,...b,; bib....b, 


p 
der beiden Curvenbüschel (T,T,;), und (T,T,),. Die Zahl dieser Punkte beträgt 
zusammen 

„"—1+2p = in —n+1l=}! 2n—2 (de—3-+3), 
also gerade so viel. als zur Bestimmung der Curve I der (2n —2)!e" Ordnung 
erforderlich sind. Nun wird aber die Curve > der (2»—2)ten Ordnung, 
welche durch die Punkte 


irre Et ER... 


di ri 
vollkommen bestimmt ist, nicht nur durch die Grundpunkte 
EB 
une 
der beiden Curvenbüschel (T,T,), und (T,T,),. sondern durch alle Basispunkte 
derselben gehen. also insbesondere auch durch die Basisreste 
Yıya +. Ya-ı | Ya-ıc- Yı 
Yı Yr + Yazı || Yana 95: 
von denen der erste auf Ä, und der zweite auf K, liegt. Da es nun aber 
für ein Curvenbüschel (T,T,), der (»a—1 tu Ordnung bei gegebenen Grund- 


punkten nicht nur einen einzigen Basisrest zu geben braucht. d. h. da das 


| * 
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Problem der Curvenerzeugung durch ein Strahlenbüschel und projectivisches 
Curvenbüschel der (»—1)'*% Ordnung nicht blos eine, sondern vielleicht mehrere 
Auflösungen besitzt, so darf ich behaupten: Die Curve F wird durch alle 
Basisreste derjenigen Curvenbüschel der (n—1)'“ Ordnung gehen müssen, welche 
bei gegebenen Grundpunkten mit einem Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt eben- 
falls ein gegebener Punkt ist, projectivisch sind und die Curve K, erzeugen. 

Umgekehrt wird nun aber auch aus der Zahl der weiteren Schnitt- 
punkte der Curve > mit A, auf die Anzahl Auflösungen des Fundamental- 
problems: 

Das anharmonische Verhältniss des Curvenbüschels 


l | 1 I\ 
2 || 92-1: --9) [0% .-..@—N] 


gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 


au 21 a 
(bib2...b,yı9ya:-:-Y 


P[a,a....0,.,] 
geschlossen werden können. 
Nun schneidet die Curve I& der (2»— 2)! Ordnung die Curve K, der 
ae" Ordnung ausser in den Punkten 
re Mr 
nur noch in 


n (2n— 2) —- ("—-N)—!Inn—1)=4(n—In+2)= In —-1N)(n—2)=s 
Punkten, also genau in so vielen, als der Basisrest des Curvenbüschels (T,T;), 
Punkte enthält. Deshalb kann es auch nur eine einzige Auflösung des Fun- 


damentalproblems geben; oder es gilt der Satz: 


Nimmt man von den !n(n-+3) gegebenen Punkten einer Curve K, 

der n’" Ordnung einen Punkt P als Mittelpunkt eines Strahlenbüschels u, 
p= 4In(n—1) 

andere beliebige Punkte als Grundpunkte eines zu P projectivischen Curven- 

büschels der (n—1)'" Ordnung, so besitzt die Aufgabe: das anharmonische 

Verhältniss des Curvenbüschels 

(bib2...buyıy3---Yu_a || Ya-1---Ys) [aı@- .-@,-1] 

gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Strahlenbüschels 
P [a,a....@,.-ı], 

woraus die Erzeugung der gegebenen Curve hervorgeht, nur eine einzige 

Auflösung. 
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c) In der vorhergehenden Untersuchung bin ich zu dem Resultate 
gelangt, dass die Erzeugung einer Curve der nt“® Ordnung durch ein Strahlen- 
büschel und ein projeetivisches Curvenbüschel der (a—1)!*" Ordnung in dem 
Falle nur eine einzige Lösung zulässt, wenn der Mittelpunkt des Strahlen- 
büschels als ein bekannter Punkt aufgefasst wird. Zugleich ist aber jetzt auch 
das allgemeine Gesetz erkennbar geworden, dem die Basen der unzählig vielen 
Curvenbüschel der (a — 1)!®® Ordnung unterworfen sind, die mit einem Strahlen- 
büschel, dessen Mittelpunkt der feste Punkt P ist, projeetivisch sind und mit 
ihm die Curve K, der »!e" Ordnung erzeugen. 

Um nämlich irgend eine Basis eines solchen Curvenbüschels (T,T,) 
zu erhalten: 

lege ich durch den gegebenen Punkt P auf K, eine beliebige zweite Curve 
K, der n‘" Ordnung und durch die (n" —1) Schnittpunkte 
Ei Er... Es, 
(ausser P) von K, und K, eine beliebige Curve & der (2n— 2)" Ordnung. 
Diese Curve Z trifft die Curve K, ausser in den (n —1) Schnittpunkten 
TER OR 
von K, und K, noch in 
n(2n—2)—(n"—1) = (n—I1 
weiteren Punkten, welche zu Dasispunkten eines solchen Curvenbuschels 
(T,T,) der (n—1)"" Ordnung genommen werden dürfen. | 
Wenn aber ausser dem Mittelpunkte ? auf K, noch 
p = In(n—i) 
andere feste Punkte 
b,b:...b, 
gegeben sind, durch welche die Curve > gehen soll, so wird I die Curve 
K, in noch 
s = I(n-1)(n—2 


weiteren Punkten 
1} 


Yıya-+-Yu-a || Ya-ı--Y 
treffen, nämlich in dem Basisrest eines ganz bestimmten Curvenbüschels (T,T;), 
oder 
BR... er ir 
der (a—1)ten Ordnung, das mit dem Strahlenbüschel in P projectivisch ist 


und mit ihm die Curve A, erzeugt. Da nun die Punkte 


| 1 


Yıya=+-Yn-2 | Yuzır-+ 9% 
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immer wieder hervorgehen müssen. unabhängig von der speziellen Wahl der 
Hülfscurven XÄ, und IF, wenn nur I durch die festen Punkte 
bib2...b, 
gelegt wird, so entspringt daraus der folgende Satz: 
Legt man durch einen Punkt P auf einer Curve K, der n‘" Ordnung 
beliebige Curven 
A er 
ebenfalls von der n“” Ordnung, und durch die ("—1) Schnittpunkte von 
jeder dieser Curven mit K, (ausser P) beliebige weitere Curven 
= = =: 
der (2n— 2)” Ordnung, die sich in denselben 
p = 4n(n—1) 
Punkten 
bib2...b, 
auf K, treffen sollen, so treffen sich alle diese Curven 


>y %" 


in noch weiteren 
s = An —1)(n—2) 


Punkten 
Yıya+--Yn-ı || Yn-ı-- 9% 
auf der Curve K,:; diese Punkte bilden nämlich den Basisrest eines Curven- 
büschels (T,T;), oder 
(db, b2...b,Y1ıY2- Ya || Ya-ı---%s) 
der (n—1)"" Ordnung, das projectieisch ist mit einem Strahlenbüschel in 








P und mit demselben die Curve K, erzeugt. 
d) Die Resultate der bisherigen Untersuchung, insbesondere der letzte 
Satz, führen noch zu vielen weiteren Folgerungen, von denen ich hier nur 
noch die folgenden hervorheben will. 
Es seien K,, K,. KA, drei durch einen Punkt P gehende Curven der 
„ten Ordnung, die sich paarweise noch in (»’—1) weiteren Punkten treffen 
werden. nämlich A, und X, in den Punkten 
IE er 
K, und A, in den Punkten 
Er... 
und endlich X, und X, in den Punkten 


er h 
€ Edu us Bas 
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Auf K, nehme ich nun noch die 
p In(n-—1) 
willkürlichen Punkte 
I 
entsprechend auf K, die Punkte 
bib,...b, 
und endlich auf K, die Punkte 
5b... 
Alsdann bestimmen die Punkte 
Er b,: ER... b, 
eine Curve 3, der (2» —2)ten Ordnung; desgleichen bestimmen die Punkte 
u... an. en 
eine Curve I, und die Punkte 
Ina Bi 
eine Curve I,, beide ebenfalls von der (2 —2)'*" Ordnung. 
Nach dem vorhergehenden Satze in ce) schneiden sich nun I, und S, 
in noch 
s = ![n—1)(n—2) 
weiteren Punkten 
Yıyı +. 9, 
auf K,: ebenso I, und S&, noch in den Punkten 


> 


Yıyı---%, 
auf X, und endlich &, und I, noch in den Punkten 
Yı9yı.-- 9, 

auf K,. Nun betrachte ich einmal das durch die beiden Curven K, und K, 
festgestellte Curvenbüschel (A; K,) der „»!“ und das durch die beiden Gurven- 
büschel &, und >; festgestellte Curvenbüschel (>,>;) der (2»—2)'°" Ordnung. 
Eine kleine Ueberlegung lehrt alsdann, dass diese beiden Curvenbüschel (X, K,) 
und (>,>,) als Zeugungsbüschel des durch die beiden anderen Curven K, und 
>, dargestellten zusammengesetzten Ortes (K,+>,) der (3n—2)ter Ordnung 
auftreten; d.h. die beiden Curvenbüschel (K,K,;) und (D,>,) sind projeetivisch, 
und ihr Erzeugniss ist der zusammengesetzte Ort (K,+2)). 

In der That, die Basis des Curvenbüschels (A; K,) besteht aus den Punkten 

Pass, 


und die Basis des Curvenbüschels (3, >$,) einerseits aus den Punkten 


ib. Eh. 
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und andererseits noch aus 
2n—2)—In(n—1)—!(n—1)n-2)=3r—1)=r 
in der Ebene liegenden Punkten 
u... 


Nun fallen von dem Curvenbüschel (X,K,) der Punkt P auf K, und die übrigen 


Punkte 
_. l 
eier... En-ı 


auf &,: ebenso fallen vom Curvenbüschel (8, 3,) die Punkte 
biby...buyıy2.--Y. 
auf A,; endlich schneiden sich aber auch noch die entsprechenden Curven KR; 
und I,, A, und >, aul dem zusammengesetzten Ort (K,+,). Dieses zu- 
sammen ist aber hinreichend, um die Richtigkeit der obigen Behauptung zu 
erweisen. und ich kann also in der That die beiden Curvenbüschel (K,K;) 
und (I,>;) als projectivisch und den zusammengeselzten Ort (K,+2,) als 
ihr Erzeugniss aulfassen. 
Die nothwendige Folge davon ist nun, dass die übrigen 
r = 3(n—1)' 
Basispunkte 


0, 02..., 


>,) auch noch auf den erzeugten Ort (K,+->,), oder 


> 


des Curvenbüschels (F& 


wie es hier nicht anders sein kann, auf I, fallen müssen. Mit anderen Worten: 


> 


die drei Curven 


= 2 = 
sehen durch dieselben 
r = 3/(a-—1)Y' 
Punkte | | 
Fe 


der Ebene. 
Aus dieser Darstellung entspringt folgende merkwürdige allgemeine 
Eigenschaft der geometrischen Curven: 
Schneiden sich in einer Ebene drei Curven 
K,y K., &K, 
der n“" Ordnung in demselben Punkte P, und ausserdem K, und K; noch 


in den Punkten 


I, und K, in den Punkten 
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endlich K, und K, in den Punkten 


3 


5: 
9... Ealın 


und nimmt man auf K, die beliebigen 


p = In(n—1 
Punkte 
bib,...b,, 
auf K, die beliebigen p Punkte 
rn... 


P 
und endlich auf K, die beliebigen p Punkte 


nn... 


so treffen sich die drei Curven 


us & 
der (2n— 2)" Ordnung, welche bezüglich durch die 
8... Dib2...b,; bib2...b, 
nd ER... b; GB... 
Eur .. ER... 
bestimmt werden, paarweise noch in 
s = ın—1)(n—2 


weiteren Punkten, die beziehungsweise auf die 


< 


Es treffen sich nämlich ID, und >, 
Yıyı---Y 

in den Punkten 
Ya... 

auf K,. und endlich I, und 3, in den Punkten 


Yyı93---% 


liegen kommen. 
I 


> 


auf K,; &, und > 


— ) 
7 


Curven K,. 


Punktsysteme 


Bi 


in den Punkten 


K; 


> 


auf K,. Zugleich gehen aber auch noch alle drei Curven 
iM 
durch dieselben 
r = 3(n—1)' 
Punkte 
02... 
der Ebene. 
Daraus folgt z.B. für n = 
Schneiden sich drei Kegelschnitte 
Ba: 


ausser im Punkte P paarweise noch in den Punkten 
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tz 
an 

RE 
&, &, & 


in 5, 


l 


und nimmt man auf K, einen Punkt bi. auf K, einen Punkt b}. endlich 


ü r . 3 . . . . > . 
auf K, einen Punkt b, beliebig an, so gehen die drei Kegelschnitte 
Be any „’ 


| 9 — | # 4 


welche bezüglich durch die Punktsysteme 


re BE 
6: DR 
ser: ER 


bestimmt werden, durch dieselben drei Punkte 
Ei 

der Ebene. 
Aehnliche Sätze folgen aus dem allgemeinen Theorem für die Curven der 


dritten, vierten Ordnung u. Ss. w. 


1. 


e) Eine entsprechende Untersuchung wie in 1. lässt sich durchführen, 
indem man auf einer gegebenen Curve A, der »!“® Ordnung vier beliebige Punkte 
P,. Pu. P. P, 
als Basis eines Kegelschnittbüschels (S,S,) annimmt. Alsdann giebt es un- 
zählig viele Curvenbüschel (T,T,) der (»—2)!® Ordnung, welche mit jenem 
Kegelschnittbüschel projectivisch sind und mit ihm durch den Durchschnitt der 
entsprechenden Elemente die gegebene Curve KÄ, erzeugen. Da nun die Methode, 
nach welcher die Untersuchung zu führen ist, vollkommen mit der in I. über- 
einstimmt, so werde ich mich in der Folge auf die Angabe der Resultate be- 

schränken. 
Die Curve K, sei wieder durch die !»(/2»-+3) Punkte 
bb...6;5 a@...0u;3 PıP.P;P: 
gegeben. wobei jetzt 
p = 4{n-2)n—3 
ist. Das Problem der Curvenerzeugung durch ein Kegelschnittbüschel und 
projectivisches Curvenbüschel der (»— 2," Ordnung kommt alsdann auf die 
Aufgabe zurück: 
Das anharmonische Verhältniss des Curvenbüschels 


ız! l 1 l l 1 l Wr 
(bib2...buYyıY2: --Yan-5 || Yan -Y,) [br @.. au] 





Olivier, zur Theorie der Erzeugung geometrischer Curven. 11 


gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Kegelschnittbüschels 


tg‘ P, P, Pr.) la, d; zu 


nun 


ean— ij?’ 


Durch Anwendung einer Hülfscurve A, der »ter Ordnung, veleet durch 


die vier Punkte 


En 


und einer zweiten Hülfscurve > der (2»—4 !u Ordnung, gelegt durch die 


weiteren Schnittpunkte 
Br. 


von K, und X, und durch die Grundpunkte 


Ei 


„.b2 


auf diesen Curven, ergiebt sich dann der Satz: 


Nimmt man von den An(n-+3) gegebenen Punkten einer Curve der 


len 


n”" Ordnung die vier Punkte 


P,P,P,P., 


zu Basispunkten eines Kegelschnittbüschels (S,S,) und 


p = !(n—?2)(n—3 


andere beliebige Punkte als Grundpunkte eines zum Kegelschnittbüschel 


projectivischen Currvenbüschels (T,T,) der 
u 5 9 


n— 2)" Ordnung, so besitzt 


die Aufgabe: Das anharmonische Verhältniss des Curvenbüschels 


l 


E23 en I | 
bib....b,YıY2---Ym-s || Yanı- - 


9.) [@...0,_;] 


gleich zu machen dem anharmonischen Verhältnisse des Kegelschnittbüschels 


nur eine einzige Lösung. 


A / OR -]» 


Ferner ist das Gesetz. dem die Basen der unzählig vielen CGurven- 


büschel (T,T,) der (»—2)ten Ordnung unterworfen sind, die mit dem festen 
Kegelschnittbüschel (S,S;) projectivisch sind und mit ihm die Curve K, er- 


zeugen, in dem folgenden Saiz enthalten: 


Legt man durch die vier Basispunkte 
P,P,P,P, 
eines Kegelschnittbüschels (S,S,). welche auf einer Curve K, der n'” 
Ordnung liegen, eine beliebige Curve RK, der n“” Ordnung und durch die 
weiteren Schnittpunkte 
Ei &ye en Eu 


dieser beiden Curven K, und K, eine Curve Z& der 2n— 4)" Ordnung, 


so trifft diese Curve > die Curve K, noch in 


n(2n—4,—(n" —4) = (n—2)' 
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anderen Punkten, welche zu Basispunkten eines solchen Curvenbüschels 
T,T,) der (n—2)'” Ordnung genommen werden dürfen, das zum Kegel- 
schnittbüschel (S,S;) projectivisch ist und mit ihm die Curve K, erzeugt. 
Endlich ergiebt sich noch aus der vollkommenen Willkürlichkeit der Hülfs- 
curve K, und der darauf gewählten Grundpunkte der weitere Satz: 
Legt man durch die vier festen Punkte 
P,Pı PP, 
auf einer Curve K, der «'”" Ordnung beliebige Curven 
Me Mn Ban un 
ebenfalls von der n’” Ordnung, und durch die (n—4) Schnittpunkte von 
jeder dieser Curven mit K, (ausser P,. P:, P,. P,) beliebige weitere Curven 
Br 
der (2n— 4)" Ordnung, die sich in denselben 
p = 4n—-?R)(n—93) 
Punkten 
bib,...b, 
auf K, treffen sollen, so treffen sich alle diese Curven 
Mu IE E 
in noch weiteren 
s = 4{n-1)(n-2) 
Punkten 
Yıya == Yan-s | Yanaı = Y 
auf der Curve K,. die nämlich den Basisrest eines ganz bestimmten 
Curvenbüschels (T,T;), oder 
(bib2...buyıYy2-- Yan || Yan-ı---Yı 
der \n—2)'”" Ordnung darstellen, das projectivisch ist mit dem Kegelschnitt- 
büschel (S,S,) oder 
(PP, P,P,) 
und mit ihm die Curve K, durch den Durchschnitt der entsprechenden 
Elemente erzeugt. 

f) Von den vielen Folgerungen, die aus diesen Sätzen, insbesondere 
aus dem letzten Satz, gezogen werden können, will ich auch hier nur der- 
jenigen gedenken, die sich auf drei durch dieselben vier Punkte der Ebene 
gehende Curven 

K,, K., A. 


der »!e® Ordnung beziehen. 
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Von den drei Curven K,. K,. K, treffen sich X, und K, in noch (w°—4 


weiteren Punkten 


ebenso K, und X, in den Punkten 
a 
und endlich X, und %, in den Punkten 
ae... 
Auf jeder dieser drei Curven 
Br Br A 
nehme ich alsdann noch 
p = 4(n—?2)(n—3 
willkürliche Punkte an, welche bezüglich 
bib,...b, 
Ei... 


“ 
b,b,...b, 

heissen sollen, so dass durch die drei Punktsysteme 
ae m ER: 
Hürde DR: RE 
BR. EM ER: 

die drei Curven 

by „> Is 


—) # — \ 


der (22 —4)'e® Ordnung bestimmt werden. Diese drei Curven schneiden sich 
aarweise (3, und 3;; &, und 3;: 3, und 3&,) in den 
\ ? i 
s = 1(n—1)(n—2) 


Punkten 
1 


Yı dla +. 9. 

yı 92... 9, 

a  ; 
die bezüglich auf die drei Curven 

ni m. I 


fallen. Ausserdem gehen diese drei Curven 
er ip ur 


ii, 0 my m 
auch noch durch dieselben 
r = 3(n—2)' 


Punkte 
u 


der Ebene. 
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Dies giebt zusammengefasst folgendes Theorem: 
Schneiden sich in einer Ebene drei Curven 
K,.. MW. K, 
der n" Ordnung in denselben vier Punkten 
Pr A 
so treffen sich I; und K, noch in den Punkten 


8... Emo 
K, und K, noch in den Punkten 

A AR 
endlich K, und K, in den Punkten 

5 Be ARE 


Nimmt man nun auf K, die beliebigen 
p = ı(n—?2)(n—3) 

Punkte 
u... 


p > 


auf K, die Punkte 


bib,...b, 
und auf K, die Punkte 
ER... 
so treffen sich die drei Curven 
 % w 5 y 


—) 9 un — 


der (2n—4)"" Ordnung, welche bezüglich durch die Punktsysteme 


ra a Er  . -: 5 
5... au Gi... ie... 
rat BR. BR 


bestimmt werden, in denselben 
r = 3(n—2)' 
Punkten 
BE rn 
der Ebene. Ausserdem schneiden sich auch die drei Curven 


By >y „> 


—ı) 20 


paarweise noch in 
s = I{n—-1)(n—2) 
weiteren Punkten, die bezüglich auf die drei Curven 
K,. KK, K, 
zu liegen kommen. Es schneiden sich nämlich >, und >, in den Punkten 
I 1 


Yı Ya». 9 
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auf K,; I, und >; in den Punkten 


> 


Yı Y: -.. 9, 
auf K, und endlich >, und >, in den Punkten 
Yılı --- N, 
auf K,;. 


Daraus folgt z. B. für n=3: 


15 


Schneiden sich drei Curven K,, K;, K, der dritten Ordnung in denselben 


vier Punkten 
Er 


so schneiden sie sich paarweise noch in fünf Punkten 


l l l 
EB 
ER 
1:5 


Die dadurch bestimmten drei Kegelschnitte 
be a => 


— | u; u 
schneiden sich alsdann in denselben drei Punkten 


G % 0; 


> 


der Ebene, während ihre vierten Schnittpunkte bezüglich auf die drei Curven 


n:. Di: Bu 


der dritten Ordnung zu liegen kommen *). 


Aehnliche Sätze für »=4.5 etc. sind in dem allgemeinen Theorem enthalten. 


Es ist in dieser Abhandlung mehrfach von einem eigenthümlichen Prineip 


Gebrauch gemacht worden, um bei den hier vorgekommenen speciellen Er- 


zeugungen der Curven durch projectivische Gebilde die Zahl der Auflösungen 


zu bestimmen, welche dem jedesmaligen Problem zukommen. Dieses Prinecip 


ist aber noch einer Erweiterung fähig und kann alsdann ganz allgemein zur 


Bestimmung der Anzahl Auflösungen für jedes beliebige Problem der Curven- 


erzeugung verwendet werden. Ich hoffe bei einer späteren Gelegenheit auf 


diesen Gegenstand zurückkommen zu können. 


*) In der Abhandlung: „Ueber einige allgemeine Eigenschaften der geometrischen 
Curven“ ım 70. Bande dieses Journals erscheint dieser Satz (Seite 160) als ein spe- 


cieller Fall einer anderen allgemeinen Eigenschaft der Curven. 


Schaffhausen, im März 1569. 


2 
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Ueber einen Satz von Steiner. 
(Von Herrn Eduard Weyr ın Prag.) 


In 32sten Bande, pag. 182 dieses Journals stellt Steiner folgenden Satz 
auf: „Eine Curve dritter Ordnung enthält im Allgemeinen 27 solche Punkte P, 
in deren jedem sie von einem Kegelschnitt sechspunktig berührt werden kann. 
Von diesen 27 Punkten sind 9 reell und 18 imaginär“. Derselbe wurde von 
Herrn Hesse im 36°" Bande, pag. 173 analvlisch erwiesen, was im Folgenden 
auf synthetische Weise geschehen soll. 
Sei € eine allgemeine Curve dritter Ordnung, die somit von der sechs- 
ten Klasse ist; auf derselben denke man sich vier feste Punkte 1. 2, 3, 4 
und durch diese willkürliche Kegelschnitte gelegt. Jeder dieser Kegelschnitte 
schneidet C° noch in einem Punktepaar a, b; a,. b, ete. Fasst man den ersten 
Kegelschnitt nebst der Geraden a,b, (die immer reell sein muss, da, falls a, 
und 5, imaginär werden, sie conjugirt imaginäre Punkte sind) als eine Curve 
dritter Ordnung auf, so hat dieselbe mit C’ die bisher genannten acht Punkte 
gemein; dasselbe gilt bezüglich des von dem zweiten Kegelschnitt und der 
Linie ab gebildeten Ortes dritter Ordnung. Demzufolge haben die drei ge- 
nannten cubischen Curven auch noch einen neunten Punkt gemeinschaftlich, 
d. h. die Linien ab, a,b, etc. gehen durch einen festen Punkt f*) von C’, sie 
bilden eine Art von Punktinvolution auf derselben. Lässt man die vier Punkte 
1, 2. 3. 4 in einen Punkt 1 von ©’ zusammenfallen, so geht das erwähnte 
Kegelschnittbüschel in die Gesammtheit jener Kegelschnitte über, welche in 1 
mit € eine vierpunktige Berührung eingehen, und der ausgesprochene Satz 
bleibt noch immer richtige. Was nun den Punkt f betrifft, so gelangt man zu 
demselben durch folgende Betrachtung. Fasst man die Punkte I. 2, 3, 4 als 
vier unendlich nahe Punkte der Curve Ü’ auf, so repräsentirt das System der 
beiden Geraden 12, 34 einen Kegelschnitt, welcher mit C’ in 1 eine vier- 
punktige Berührung hat; schneidet 12 C° überdies in a. und hat 34 mit 0’ 
*) Siehe wegen dieses Satzes die Mittheilung des Herrn Chasles in den Comptes 


rendus der Pariser Akademie, Sitzung vom 30. Mai 1853, wo derselbe seine Erzeugung 
der Curven dritter Ordnung aufstellt. 





\w 
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noch den Punkt 5 gemein, so muss die Linie ab unsere Curve dritter Ordnung 
in dem Punkte f treffen. Berücksichtigt man. dass 12 und 34 mit der Tan- 
gente der C° im Punkte 1 identisch sind, dass daher a und b mit dem Tan- 
gentialpunkte von 1 (d. h. mit dem dritten Punkt, welchen die Tangente in 1 


mit ©’ gemein hat) zusammenfallen, und somit ab die Tangente in diesem 
Tangentialpunkte ist, so folgt. dass f nichts anderes als der Tangentialpunkt 
des Tangentialpunktes von 1 ist. Nennt man denselben den zweiten Tangential- 
punkt von I, so hat man folgenden Satz: Legt man alle Kegelschnitte, welche 
mit C° in einem Punkte 1 eine vierpunktige Berührung eingehen, so schneiden 
dieselben C° in Punktepaaren a,b; a,. b, etc.. deren Verbindungslinien durch 
den zweiten Tangentialpunkt f von 1 gehen. Fordert man jenen Kegelschnitt. 
der in 1 mit C° einen fünfpunktigen Contact hat, so muss ein Punkt des zu- 
gehörigen Punktepaares nach 1 fallen. d. h. der Kegelschnitt muss durch den 
dritten Schnittpunkt von 1f und ©’ gehen. Demgemäss ergiebt sich Folgendes: 
Berührt ein Kegelschnitt eine Curve dritter Ordnung fünfpunktig, so erhält man 
seinen weiteren Schnittpunkt mit der Curve. wenn man den dritten Schnitt- 
punkt der Verbindungslinie des Berührungspunktes und seines zweiten Tan- 
gentialpunktes mit der Curve aufsucht. Soll nun unser Kegelschnitt mit (©'’ 
in 1 eine sechspunktige Berührung haben, so muss auch dieser Schnittpunkt 
nach 1 fallen, d. h. die Linie 1/ muss mit der Tangente der Curve C° in 1 
identisch sein, und somit f mit dem Tangentialpunkt von 1 zusammenfallen. 
Soll somit in einem Punkte 1 von C’ an dieselbe ein sechspunktig tangirender 
Kegelschnili gelegt werden können, so muss der erste Tangentialpunkt von 1 
mit dem zweiten identisch sein, d. h. der Tangentialpunkt von 1 muss ein 
Inflexionspunkt sein. Demgemäss sind die Berührungspunkte der von jedem 
der neun Inllexionspunkte unserer Curve C’ an sie gelegten Tangenten solche 
Punkte 1, oder mit anderen Worten, es sind die Schnittpunkte der harmoni- 
schen Polaren *) der Inflexionspunkte mit C°. Dadurch aber ist der citirte 
Satz erwiesen, weil sich die gegenseitige Lage der so erhaltenen 27 Punkte 


nun genau so untersuchen lässt, wie dies Herr Hesse gethan hat. 


*) Unter der harmonischen Polare eines Inflexionspunktes J verstehen wir den 
Ort seiner harmonischen Mittel bezüglich der Schnittpunktepaare aller durch J gelegten 


(teraden mit der Qurve (Ü°., 


Prag. 2. Mai 1869. 


TTT— 
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Ueber eimige Nätze von Steiner und ihren Zu- 
sammenhang mit der zwei und zweigliedrigen Ver- 
wandtschaft der Grundgebilde ersten Grades. 


(Von Herm Eduard Weyr in Prag.) 


In 32sten Bande, pag. 182 dieses Journals stellt Steiner folgende Sätze 
auf: .„.Werden in einer Curve dritter Ordnung zwei beliebige Punkte P und © 
als fest angenommen. wird ferner in derselben ein willkürlicher Punkt A an- 
senommen und die Gerade PA gezogen, welche der Curve zum dritten Male 
in einem Punkte 5 begegnet, wird sodann weiter die Gerade OB gezogen, 
welche die Curve zum dritten Male in einem Punkte © schneidet. wird ferner 


die Gerade PÜ gezogen, welche die Curve in einem neuen Punkte D trifft, 


und werden so weiter die Geraden ODE, PEF, QFG, ... gezogen, welche 
nach der Reihe in der Curve die neuen Punkte E, F, @, ... bestimmen, so ent- 


steht ein der Curve eingeschriebenes Polygon ABCDEFG..., dessen Seiten 
der Reihe nach abwechselnd durch die festen Fundamentalpunkte P und Q 
sehen, und welches entweder 1° sich »icht schliesst, wie lange auch die Con- 
stiruction fortgesetzt werden mag, oder 2° sich schliesst und dann eine gerade 
Zahl 2» von Seiten hat. Im letzteren Falle findet folgender Satz stalt: 
„„Wenn das Polygon sich schliesst, so schliesst es sich immer und hat stets 
die nämliche Seitenzahl 2n, man mag die erste Ecke A desselben in der Curve 
annehmen, wo man will.”” 

Hat eine Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte P und Q, so lassen 
sich ihr gleicherweise Polygone ABCDEF... einschreiben, deren Seiten ab- 
wechselnd durch jene festen Punkte P und Q gehen, und es findet dasselbe 
(resetz stalt: | 

„„Dass, wenn das Polygon sich schliesst, es sich dann immer schliesst 
und dabei die nämliche gerade Seitenzahl Zn hat, man mag die erste Ecke A 
derselben in der Curee annehmen, wo man will.“ 

Obgleich das erste dieser beiden Schliessungsprobleme bereits in seinem 


Zusammenhange mit der Theorie der elliptlischen Functionen von Herrn Clebsch*) 


Bd. 63, pag. 04 dieses Journals. 





Is 


ce 
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dargestellt worden ist, so bleibt es doch von Interesse. die obieen Sfeinerschen 
Sätze nebst den von ihm hinzugefügten Bemerkungen unabhäneie von der Be- 
trachtung transcendenter Functionen zu beweisen und ihren Zusammenhang mil 
den Beziehunsen „ewisser eeomelrischer Elementareebilde zu ereründen. 

Wir nennen zwei Grundgebilde ersten Grades zwei und zweigliedrig 
verwandt, wenn jedem Elemente des einen zwei Elemente des anderen gesetz- 
mässig zugeordnet sind. Da die Grundgebilde erster Stufe die Punktreihe der 
Sirahlen- und Ebenenbüschel sind. so verstehen wir unter dem Worte ..Ele- 
ment“ resp. einen Punkt, einen Strahl oder eine Ebene. Jedes Element eines 
dieser drei Gebilde kann auf verschiedene Arten durch eine einziee Variable 
eindeutig bestimmt werden: am einfachsten geschieht dies wohl dadurch. dass 
man in dem betreffenden Grundgebilde zwei feste Elemente annimmt und jedes 
Element auf dieselben durch sein Theilverhältniss bezieht. Hat man es mil 
einer Punktreihe zu ihun. so versteht man hierbei unter dem Theilverhältnisse 
eines Punktes den Quotienten aus den Abständen desselben von den zwei 
Fundamentalpunkten,. während man bei einem Büschel das Verhältniss der 
Sinus der Winkel eines Elementes gegen die zwei festen Elemente sein Theil- 
verhältniss nennt: hierbei sind sowohl die Strecken. als auch die Winkel- 
grössen mit ihrem richtigen Zeichen einzuführen. Haben wir nun zwei ein- 
förmige Grundgebilde S und >, und bestimmen wir ihre Elemente durch die 
Theilverhältnisse © resp. <, so werden dieselben unserer Definition gemäss 
dann zwei und zweigliedrig verwandt heissen. wenn zwischen den Theilver- 
hältnissen entsprechender Elemente eine Relation von der Form 

a (AS+BS5+C)+2(AF+BS5+C")+(A"5°+B"’5+ 0" 0 
besteht und umgekehrt. Es ist daraus klar, dass einem reellen Elemente auch 
zwei imaginäre Elemente entsprechen können. wesshalb die Zulassung von 
imaginären Gebilden hier von selbst geboten ist. 

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben. wollen wir uns unter 5 
und I zwei Strahlenbüschel in derselben Ebene vorstellen und ihre Scheitel 
durch eben diese Buchstaben bezeichnen. Fallen nun die einem Strahle e von 
S in & entsprechenden Strahlen &, und & in einen &, zusammen. so mag 
dieser ein Doppelstrahl von > heissen. Solche Strahlen bestimmen sich offenbar 


dadurch, dass man die bezüglich x gebildete Diseriminante der letzten Glei- 


chung gleich Null setzt, d. h. durch 
(Ar B E+ ey —4 (As’+Bs+C u +B":- ge" gu 0: 


Demzufolge giebt es in jedem der beiden zwei und zweigliedrig verwandten 
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Elementargebilde eier Doppelelemente. Man bemerke, dass e und &, gleich- 
zeitig reell oder imaginär sein müssen. 

Die zwei und zweigliedrige Verwandtschaft kann, wie dies bei allen 
Verwandischaften der Fall ist, durch Angabe von entsprechenden Elementen 
fixirt werden. Bedenkt man, dass die vorletzte Gleichung acht unabhängige 
Coefficienten enthält, so folgt sofort, dass zwei Elementargebilde auf einander 
zwei und zweigliedrig bezogen sind, wenn man acht Paare entsprechender 
Elemente angiebt; hierbei gilt ein Element e mit einem entsprechenden Doppel- 
element &,, für zwei Paare. 

Denkt man sich zwei zwei und zweigliedrige Elementargebilde auf dem- 
selben Träger, also in unserem Falle die Punkte S und I identisch, so kann man 
sowohl x als auch $ bezüglich der nämlichen zwei Fundamentalstrahlen messen, 
und für 2 =S erhalten wir dann aus der ersten Gleichung die entsprechend 
semeinschaftlichen Strahlen. Weil dieselbe vom vierten Grade wird, so er- 
kennen wir. dass die beiden Strahlenbüschel im Allgemeinen vier Strahlen 
entsprechend gemein haben. Schneidet man nun zwei so verwandte Büschel 
S und &, deren Scheitel jedoch nicht identisch sein sollen, durch eine be- 
liebige Transversale T, so entstehen auf derselben zwei zwei und zweiglie- 
drige Punktsysteme, indem entsprechende Punkte derselben aus S und I durch 
entsprechende Strahlen projieirt werden; weil nun diese Punktsysteme vier 
Punkte entsprechend gemein haben werden, so folgt, dass auf jeder Geraden 
vier Schnittpunkte entsprechender Strahlen der beiden Büschel liegen. Dem- 
sufolge erfüllen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier zwei und 
sweigliedrigen Strahlenbüschel eine Curve vierter Ordnung. Natürlich hüllen 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier solcher Punktreihen eine 
Curve vierter OClasse ein, und das Erzeugniss zweier zwei und zweigliedrigen 
Ebenenbüschel ist eine Regelflläche vierter Ordnung. — Legt man die Trans- 
versale 7 speciell durch den Scheitel S, so schneidet sich in $ auf derselben 
der Strahl S® mit den beiden ihm in S zugeordneten Strahlen. so dass sich 
nur noch zweimal entsprechende Strahlen auf T treffen werden. Aus diesem 
Grunde sind S und > Doppelpunkte der Curve vierter Ordnung; nebenbei be- 
merkt sind die Curvenlangenten in diesen Punkten jene zwei Strahlen, die 
dem gemeinschaftlichen Strahle SF zugeordnet sind. Aehnliches findet bei 
zwei Punktreihen und Ebenenbüscheln statt. 

Entspricht sich der gemeinschaftliche Strahl SF selbst. so wird der- 


selbe einen Theil des Erzeugnisses der beiden Büschel ausmachen müssen, d.h. 
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dieses Erzeugniss zerfällt dann in SF und eine durch S und I hindurch- 
gehende Curve C, dritter Ordnung; dass C, durch S und > gehen muss, er- 
giebt sich einfach aus der Bemerkung, dass diese Punkte Doppelpunkte des 
von SE und (, gebildeten Ortes vierter Ordnung sein müssen. Da die zwei 
und zweigliedrige Verwandtschaft erst durch die Angabe von acht Paaren ent- 
sprechender Elemente festgestellt ist, so kann man SE sich selbst und sieben 
willkürlicehen Strahlen von 5 sieben ebensolche Strahlen von X resp. als 
entsprechend zuordnen, so zwar, dass man ausser S und I noch sieben weitere 
Punkte von €, von vorn herein annehmen kann. Demzufolge kann man €, 
mit jeder beliebigen Curve dritter Ordnung identifieiren, und es ergiebt sich 
somit Folgendes: Betrachtet man zwei Punkte S und I einer Curve dritter 
Ordnung als Scheitel zweier Büschel, und heisst man jene Strahlen entsprechend. 
die sich auf der Curve schneiden. so sind die zwei Büschel zwei und zwei- 
gliedrig verwandt. Dieses gilt auch dann noch, wenn an die Stelle von (, 
eine Curve vierter Ordnung C, mit zwei Doppelpunkten S und I gesetzt 
wird. Denn nimmt man auf solcher Curve acht Punkte A, B, ©... an, so 
geben sie mit S und > verbunden zu je acht Strahlen «a, b, e....: «, P, y. 
Anlass. Ordnet man die Sirahlen « und «, b und > etc. einander zu. so 
sind die beiden Büschel S und > auf einander zwei und zweigliedrig bezogen 
und erzeugen somit eine Curve vierter Ordnung, die S und I zu Doppel- 
punkten. unsere acht Punkte A, DB, C ... aber zu einfachen Punkten hat. 
Berücksichtigt man aber, dass eine Curve vierter Ordnung durch zwei Doppel- 
punkte und $(4+3)—2.3=85 weitere Punkte vollkommen bestimmt ist, so 
folgt die Identität der ursprünglichen mit der durch die Büschel erzeugten 
Curve, wodurch unsere Aussage erwiesen ist. Wir erkennen daraus auch, 
dass das Vorhandensein von vier Doppelstrahlen in jedem zweigliedrigen 
Büschel nichts anderes aussagt, als dass von einem Punkte einer Curve dritter 
Ordnung oder von einem Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten an die Curve im Allgemeinen vier Tangenten gehen. 

Ist e ein reeller Strahl von S, dem in > ein (natürlich ebenfalls reeller) 
Strahl &,, doppelt entspricht. und man drehi die Büschel um ihre Scheitel so 
lange, bis e und &, auf SX fallen, so gehört diese doppelt gezählte Gerade 
zu dem Erzeugnisse der beiden Büschel, d.h. entsprechende Strahlen derselben 
werden sich auf einem Wegelschnitte K schneiden müssen. Dieser Kegelschnitt 


wird nicht durch S und I gehen, weil ja diese Punkte dann dreifache Punkte 


des erzeugten Orles vierter Ordnung wären, was nicht eintreten kann, 
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2. Wir sprechen folgenden Satz aus. auf welchen sich die Steönerschen 
Sätze zurückführen lassen werden: 
„Sind zwei einförmige Grundgebilde S und FZ_ zwei und zweigliedrig 
auf einander bezogen, und kann man in jedem derselben eine Gruppe von 
n Elementen a. b,e... resp. @, D,y ... so angeben, dass sich die 
einem beliebigen Elemente der einen Gruppe zugeordneten zwei Elemente 
in der anderen Gruppe befinden, so existiren unendlich viele solcher bei- 
geordneten Gruppen, nämlich jedes Element ist in einer solchen Gruppe 
enthalten. Gruppen dieser Art von mehr oder weniger als n Elementen 
giebt es nicht. 

Dieser Satz soll zunächst für den Fall erwiesen werden, dass es in 
einem der beiden Büschel ein reelles Doppelelement &, gebe, welches natür- 
lich einem reellen Elemente e des anderen Büschels S zugeordnet sein wird. 
Drehen wir in diesem Falle die Büschel so lange, bis diese Strahlen mit SF 
zusammenfallen. so erzeugen dieselben dann einen gewissen Kegelschnitt A. 
Ist nun a ein Element einer Gruppe @ von » Elementen, der in > eine Gruppe 
/' von ebensoviel Strahlen beigeordnet sein mag, und schneidet a den Kegel- 


schnitt X in A und B, so gehört BF — 79 zu !'; schneidet 5 K überdies in 


C 


0, so ist CS =b in @ enthalten, weil ja « und 5b dem Strahle ‚> zwei und 


zweigliedrig entsprechen sollen: zieht man weiter CS, bis AK in D geschnitten 


® 


wird. so gehört DY=y in die Gruppe 7’ ete. Es ist einleuchtend, dass 
man durch ein solches Linienziehen immer Strahlen von S resp. von I er- 
halten muss, welche zu den Gruppen @ und /' gehören. Nun liefert aber 
jeder zweite Punkt DB, D.... einen Strahl von &, und da /' der Voraussetzung 
gemäss aus n» Strahlen bestehen soll. so wird es » solcher zweiten Punkte 


B,D.... also auch » andere Punkte A, €... auf K geben. daher im Ganzen 


2n. Berücksichtigt man, dass der a ausser ‚7 entsprechende Strahl AZ eben- 
falls in der Gruppe /' enthalten sein soll. so sieht man ein. dass die Reihe 
der Punkte A, B, €, D... endlich auf den Anfangspunkt zurückkommen und 
somit auf X ein 2»-Eck entstehen muss. 

Es ist nun klar, dass der ganze Beweis des ausgesprochenen Satzes 
einfach darin bestehen wird, zu zeigen, dass sich das analog construirte Polygon 
auch dann schliesst. wenn man A d.h. den Anfangsstrahl a willkürlich auf 
k annimmt und zeigt. dass es sich erst nach dem Auftreten von 2» Ecken ABCD... 


schliesst. Denn schliesst sich das so construirte Polvgon für jeden beliebigen 
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Anfangspunkt, so repräsenliren seine Seiten » Strahlen von 8, resp. » Strahlen 
von Z, und da die jedem Strahle (Seite) entsprechenden Strahlen offenbar die 
zwei ihm anliegenden Seiten des 2»-Ecks sind. so sieht man, dass die jedem 
Strahle der einen Gruppe zugeordneten zwei Strahlen sich in der anderen be- 
finden müssten. Nach dieser Bemerkung ist der Beweis des ausgesprochenen 
Satzes in der That sehr einfach und kann auf einen von Poncelet und später 
auch von @Göpel im 36°" Bande. pag. 347 dieses Journals bewiesenen Salz 
zurückgeführt werden: derselbe lautet: „„Bewegen sich alle Seiten eines gerad- 
zahligen einem Kegelschnilte eingeschriebenen Polvgons, ausser der letzten, 
um feste in einer Geraden lierende Punkte. so dreht sieh auch die letzte 
Seite und überhaupt jede Verbindungslinie einer geradstelligen und einer un- 
geradstelligen Ecke um irgend einen festen Punkt jener Geraden“. Betrachten 
wir nun die von uns construirten 2r-Ecke, so drehen sich die 2» —1 ihrer 
Seiten um Punkte (S und IF) einer Geraden SI; daher dreht sich auch die 
letzte Seite um einen in SZ lievenden Punkt, welcher eben ihr Schnittpunkt 
mit SE ist. Da die letzte Seile des zuerst betrachteten 2»-Ecks den ge- 
machten Voraussetzungen gemäss durch > selbst ging. so ist > selbst der 
feste Punkt. um welchen sich die Endseite drehen muss. oder mit anderen 
Worten. das betrachtete 2r-Eck wird sich immer schliessen. wo auch sein 
Anfangspunkt auf dem Kegelschnitte Ä liegen mag, und dasselbe wird sich erst 
nach dem Auftrelen von 2» Seiten schliessen, was ja alles dem eilirten Satze 


emäss erhellet. 


JS 


Um nun unseren Satz auch für den Fall zu beweisen, wo es kein 
reelles Doppelelement :,, giebt. sei e ein imaginärer Strahl vom Theilverhält- 
nisse a+:b von S, und &, ein ihm in > doppelt entsprechender Strahl, der 
das Theilverhältniss «+3 haben mag. Die Fundamentalstrahlen, bezüglich 
deren man die Theilverhältnisse misst, sollen r, s resp. eo, © heissen. Wir 
können nun S auf ein Büschel S’ von demselben Scheitel projeetivisch be- 
ziehen, indem wir jedem Strahle von S, dem das Theilverhältniss / zukommt. 
jenen Strahl in S’ entsprechen lassen. dessen Theilverhältniss t(a@a—:ib) ist; 
hierbei entsprechen sich r und s selbst. Ebenso können wir I auf ein con- 
centrisches Büschel I’ durch die Gleichung 7’ = r(@ —i/) beziehen. wo ı das 
Theilverhältniss eines zu Z gerechneten und =’ das des ihm zugeordneten Strahles 
ist. Allein die Büschel S’ und I’ sind wieder auf einander zwei und zwei- 


gliedrig bezogen; denn jedem Strahle m’ von 5’ entspricht ein Strahl m pro- 


lectliviseh. diesem in EZ zwei Elemente «, und «,. letzteren aber vermöse 
« Pe u 
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der zweiten projectivischen Verwandtschaft in X’ zwei Strahlen «, und ı,. Diese 
Strahlen nun kann man als die m’ zwei und zweigliedrig zugeordneten auffassen. 

Für t=a-+ib wird !=a’—+b’, also reell. d. h. e’ ist reell. Ebenso 
folet für = a-+ip, Tr = o-+/7, oder &, ist ebenfalls reell. Allgemeiner ent- 
spricht jedem der unendlich vielen durch = e(e@+ij) repräsentirten Strahlen 
in S’ ein reeller Strahl, und Aehnliches gilt für &. Berücksichtigt man, dass 
&,, ein e' zugeordneter Doppelstrahl ist, so sieht man, dass man es wieder mit 
dem früheren Falle zu thun hat, für den unser Satz erwiesen wurde. Sind 
(' und /" zwei beigeordnete Gruppen von je » Elementen von S’ und I’, 
so werden ihnen in S und > je eine Gruppe @ resp. /' zu » Elementen ent- 
sprechen, die einander jedoch auch zwei und zweigliedrig zugeordnet sein 
werden, d. h. @ und /' werden ebenfalls beigeordnete Gruppen bilden. Nun 
involviren dem erwiesenen Satze gemäss zwei Gruppen @ und /'" unendlich 
viele solcher Gruppen; somit gilt dies auch für S und >, wodurch unser Satz 
vanz allgemein erhärtet ist. 

3. Denken wir uns wiederum zwei zwei und zweigliedrige Büschel mit 
verschiedenen Scheiteln ? und Q, so erzeugen dieselben eine Curve vierter 
Ordnung. die in P und Q Doppelpunkte besitzt; haben jedoch die Büschel den 
Strahl PO entsprechend gemein, so erzeugen sie eine durch P und Q gehende 
Curve dritter Ordnung. Um beide Fälle auf einmal behandeln zu können, 
bezeichnen wir das Erzeugniss zweier zwei und zweigliedrigen Büschel ganz 
allgemein durch €. 

Ist nun A ein Curvenpunkt, und construirt man in der von Steiner an- 
segebenen Weise weitere Gurvenpunkte 5, C, D.... und nimmt an, dass 
sich das Polygon ABCD..... dessen Seiten AB, BC, CD ... abwechselnd 
durch P und Q gehen, schliesst, so sieht man sofort ein, dass die letzte Seite 
desselben AQ sein muss; berücksichtigt man ferner, dass die 2te, 4te, 6%... 
Seite des Polygons immer durch Q geht, so sieht man leicht. dass das ent- 
stehende Polygon nur ein 2»-Eck sein kann. Fasst man eine z. B. durch P 
gehende Seite desselben ins Auge, so sind augenscheinlich die ihr anliegenden, 
durch Q@ gehenden Polygonseiten (Strahlen) jene zwei Elemente, welche ihr 
zwei und zweigliedrig zugeordnet sind. Wir sehen demnach, dass wir es mit 
zwei beigeordneten Elementengruppen @ und /' zu thun haben, welche aus 
je » Strahlen bestehen; jeder durch P gehenden Polygonseite (die man also 
als einen Strahl dieses Büschels aufzufassen hat) entsprechen die beiden an- 
liegenden durch P gehenden Polygonseiten und umgekehrt. 
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Allein auch das Gegentheil kann behauptet werden, nämlich: Existiren 
zwei beigeordnete Gruppen G@ und /' zu je » Elementen in den zwei und 
zweigliedrigen Büscheln ? und Q, so repräsentiren ihre Strahlen die Seiten 
eines der Curve Ü eingeschriebenen 22-Ecks. Diese Behauptung wird un- 
mittelbar klar, wenn man, von einem beliebigen Strahle einer Gruppe aus- 
gehend, zu ihm die beiden entsprechenden in der anderen Gruppe sucht. zu 
einem dieser wieder den in der ersten Gruppe zugeordneten ins Auge fasst 
u. 5. w.. wie dies im vorigen Arlikel mit Zuhülfenahme des Kegelschnittes K 
geschah. Nun wurde aber gezeigt, dass, sobald ein Paar beigeordneter Gruppen 
zu je n Elementen existirt, es unendlich viele solcher Gruppen giebt. und dass 
jeder Strahl in eine solche Gruppe gehört. Demgemäss kann man auch sagen. 
dass, sobald es ein Polygon zu 2r Seiten der beschriebenen Art giebt, ihrer 
unendlich viele existiren,. und dass jeder Curvenpunkt als Eckpunkt eines sol- 
chen Polygons von constanter Seitenzahl 2» angesehen werden kann. wodurch 
die zwei von Steiner aufgestellten Sätze erwiesen sind. 

Untersuchen wir nun die speciellen von Steiner betrachteten Fälle für 
eine Curve dritter Ordnung (,;. 

Sollen P und Q solche Curvenpunklte sein, dass für dieselben 2» = 4 
ist, so muss dies auch dann noch gelten, wenn wir den Anfangspunkt A des 
zu betrachtenden Vierecks nach dem dritten Schnittpunkte von PQ mit C, ver- 
legen. Dann ist, wenn alle Symbole die ihnen von Steiner in den eitirten 
Sätzen beigelegte Bedeutung behalten, B=Q und C=T, sobald T der Schnitt- 
punkt (Tangentialpunkt) der in Q gezogenen Tangente mit der Curve ist. Da 


die letzte Seite des Vierecks dem Früheren gemäss AQ vorstellt, so muss P 
die vierte Ecke sein, und daher PT die Curve zum dritten Male in P schneiden. 
oder es muss T der Tangentialpunkt von P sein. Sollen somit P und 
Steinersche Vierecke zulassen, so müssen sich die in Pund Q an C, gezogenen 
Tangenten in einem Punkte T von C, treffen: und umgekehrt, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, so kann man, wie soeben gezeigt wurde, ein Viereck 
(wenn auch mit zwei infinitesimalen Seiten) von besagter Art construiren und 
somit unendlich viele. In diesem Falle nun, wo » =? ist, bestehen die bei- 
geordneten Gruppen aus je zwei Elementen, und man hat es somit mit zwei 


projectivischen *) Strahleninvolutionen zu thun, deren Scheitel P und @ sind. 


*) Hat man eine Strableninvolution zweiten Grades AA,, BB,, CC, etc., und man 
schneidet sie durch einen durch ihren Scheitel gehenden Hülfskegelschnitt, so wird 
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Diese Bemerkung erstreckt sich auch auf den Fall einer Curve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten P und ©. 

Soll 2» = 6 sein. d.h. sollen P und 0 Sechsecke der betrachteten Art 
zulassen, so muss dies auch dann zutrellen, wenn man A wiederum nach dem 
Schnittpunkte von PQ mit €, verlegt. Dann ist B=(Q und C=0Q,. wenn 
dies der Tangentialpunkt von Q ist. Heisst der Schnittpunkt von PO, mit 6, 
etwa T, so ist D=T, und es muss wiederum die letzte Seite QA und somit 
die letzte Ecke unseres Sechsecks F=P sein. Daher muss, wenn E die 
fünfte Ecke bedeutet. EF die Curve in P tangiren oder E = P, der Tangential- 
punkt von P sein. Weil nun EF durch P geht, so muss ED == P,D durch 
0 hindurchgehen oder P,AO muss D enthalten, d.h. PO, muss sich mit PO 
in einem Punkte T auf C, schneiden, was mit der von Steiner aufgestellten 
Bedingung übereinstimmt. In ganz derselben Weise könnte man auf ein 
>. 10. ... 2n-Eck übergehen. 

Steiner fügt seinen Sätzen folgende Bemerkung bei: „Die vorstehenden 
Sätze linden analogerweise stalt, wenn die Seiten des Polvgons Kegelschnitte 
sind (anstatt Gerade): nämlich wenn man in der gegebenen Curve drei be- 
liebige feste Punkte X, Y, Z annimmt, durch dieselben und abwechselnd durch 
P und Q Kegelschnitte legt und mittelst solcher Kegelschnitte das der Curve 
eingeschriebene Polygon construirt.“ 

Diese Bemerkung hat wohl ihre Richtigkeit für eine Curve dritter Ord- 
nung, und sie soll für diese auch erwiesen werden; allein für Curven vierter 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten kann sie nicht geltend gemacht werden, da 
durch dieselbe der Text des zweiten im Anfang dieser Arbeit cilirten Salzes 
von Steiner illusorisch gemacht wird. Hat man nämlich auf einer Curve vierter 
Ordnung mit zwei Doppelpunkten P und Q drei feste Punkte X, Y, Z, und 
man legt durch einen Curvenpunkt A als Anfangspunkt des zu construirenden 
Polvgons und durch die Punkte A, }, Z und P einen Kegelschnitt, so wird 
derselbe die Curve ausser in A, A, Y, Z und P noch in zwei Punkten schneiden, 
wodurch eben die weiteren Forderungen des Textes aufgehoben werden. 
Höchstwahrscheinlich halte Steiner bei der Abfassung der gemachten Bemerkung 


auf ihm eine Punktinvolution aa,, bb, cc, ete. bestimmt. Die Strablen aa, = a, 
bb = P, ec, =y etc. gehen durch einen Punkt, w we bildend. Unter dem 
Doppe Iverhältnisse von vier Strahlenpaaren AA,, BB,, ‚DD, verstehen wir ı@Pr0). 
Zwei Strahleninvolutionen heissen projectivisch ‚ wenn er as Doppelverhältniss von je 
vier entsprechenden Strahlenpaaren das nämliche ist. 








Fa 
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einen anderen. nicht angegebenen Satz hinsichtlich der Curven vierter Ordnune 
mit zwei Doppelpunkten vor Augen. da diese Bemerkung, wie soeben bemerk! 
wurde. auf den im Texte angegebenen Salz nicht passt. 

Um nun den ursprünglichen Satz für Curven dritter Ordnung in der 
angerebenen Weise zu erweitern, müssen wir von der von Steiner in seiner 
„Svstemalischen Entwickelung etc.“ pag. 251 aufgestellten Methode der schiefen 
Projeclion Gebrauch machen. Der Kürze wegen mag die hierher einschlägige 
Entwickelung des cilirten Werkes vorausgeselzt werden. 

Man bilde die Ebene E unserer Curve dritter Ordnune C, auf eine 
andere Ebene E’ durch schiefe Projection in der Weise ab. dass die nicht 
in einer Geraden liegenden Punkte X, Y, Z die Hauptpunkte von E werden. 
Dann wird der Curve C, eine Curve Ü, dritter Ordnung entsprechen (wenn 
man nämlich von den drei Hauptlinien von E’ als geometrischen Oertern auf- 
gefasst abstrahirt). welche durch die drei Hauptpunkte von EZ’ gehen muss: 
die P und O zugeordneten Punkte P resp. 0’ werden natürlich auf ©, liewen. 
Jedem durch A, Y, Z gehenden Kegelschnitte wird (wiederum von den Haupli- 
linien von E’ abgesehen) eine Gerade entsprechen: wird so ein Kegelschnit! 
durch P oder Q gelegt, so wird diese Gerade durch P’ resp. Q' gehen. Denkt 
man sich nun Polygone. deren Ecken sich auf C, befinden, und deren Seiten 
Stücke von Kegelschnilten sind. die durch X, Y, Z und abwechselnd durch 
P und O0 zehen. so werden denselben in E’ Polygone zugeordnet sein, deren 
Ecken sich auf ©, befinden müssen. und deren Seilen aus geraden Linien be- 
stehen werden, welche abwechselnd durch P’ und 0’ hindurchlaufen werden. 
Daraus erhellet aber sofort die Richtigkeit der von Steiner gemachten Be- 


merkung 


4. Es möge zum Schlusse als eine weitere Folgerung des gegebenen 
Beweises ein den Steinerschen Sätzen analoger Satz für die Schnitteurve 
zweier Regelflächen zweiter Ordnung aufgestellt werden. Zu dem Ende fassen 
wir zwei solche Regelllächen F und $ als Träger von je einer Regelschaar 
S resp. > auf; dann geht durch jeden Punkt von F ein Strahl von S und 
durch jeden Punkt von & ein Strahl der Regelschaar >. Man kann hierbei 
die Strahlen der Regelschaaren genau in derselben Weise besiimmen, wie es 


mit den Elementen der einförmieen Grundeebilde geschah. Denkt man sich 


nämlich eine nicht zu S gehörige Erzeugende E von F, so trilft dieselbe 
jeden Strahl von S, d.h. die Regelschaar S bildet sich gewissermaassen per- 
speclivisch auf E ab. indem jedem Strahle von S ein Punkt von E und um- 


4 * 
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sekehrt entspricht. Nimmt man in S zwei feste Fundamentalstrahlen an, so 
kann man jeden Strahl dieser Schaar durch sein Theilverhältniss x bezüglich 
derselben bestimmen, sofern man unter dem Theilverbältniss der Strahlen das 
Theilverhältniss der zu ihnen auf E perspectivisch liegenden Punkte versteht; 
vanz in derselben Weise kann man einen Strahl von > durch eine einzige 
Variable £ bestimmen. Wir dehnen nun den Begriff der zwei und zwei- 
sliedrigen Verwandtschaft auf Regelschaaren zweiten Grades aus. indem wir 
zwei solche Gebilde S und > dann auf einander zwei und zweigliedrig be- 
zogen nennen, wenn jedem Strahle des einen zwei Strahlen des anderen ge- 
selzmässig zugeordnet sind. so dass dann zwischen x und 5 wiederum eine 
in beiden Variablen quadratische Beziehung stattfinden muss. Zwei Regel- 
schaaren S und > können nun auf einander in folgender Weise zwei und 
zweigliedrig bezogen werden. 

Die Träger F und & derselben haben im Allgemeinen eine Raumeurve 
C, vierter Ordnung gemein; jeder Strahl von S, also auch von & trifft €, 
in zwei Punkten, welche er nämlich mit dem Träger der anderen Regelschaar 
semein hat. Nennt man jene Strahlen von S und > „entsprechend“, welche 
sich auf C, schneiden. so sind, wie man sofort übersieht, S und & zwei und 
zweigliedrig verwandt. Demgemäss findet der in Art.2 ausgesprochene Satz 
auch hier seine Anwendung und liefert, wenn man ihn geomelrisch interpretirt, 
einen Satz über Regelschaaren zweiter Ordnung, welchen man in folgender 
Form aussprechen kann. 

Haben zwei Regelschaaren zweiter Ordnung S und I eine Raumeurve 
vierter Ordnung €, gemein, und man zieht durch einen Punkt A derselben 
den zu S gehörigen Strahl, bis er C, zum zweiten Male in D schneidet, ferner 
durch B den > angehörigen Strahl, bis er C, noch einmal in C trifft, weiter 
durch € den in S liegenden Strahl, der mit C, überdies einen Punkt D gemein 
haben mag u. s. w., so erhält man ein windschiefes Polygon ABCD...; dieses 
Polygon schliesst sich entweder nicht, wie weit man auch dieses Verfahren 
[ortsetzen mag, oder es schliesst sich und hat dann eine gerade Seitenzahl 
2n. In diesem Falle schliesst es sich immer und hat jedesmal die nämliche 
Seitenzahl 2n, wo man den Anfangspunkt A auf C, auch annehmen mag. 


Prag, im Mai 1869. 











Note zu Riemanns Beweis des Dirichletschen 
Princips. 
(Von Herrn H. Weber in Heidelberg.) 


Ds: Dirichletsche Princip, dessen Anwendung durch Riemann in der 
Theorie der Abelschen Functionen zu so grossen Resultaten eeführt hat, und 
von dessen weiterer Entwicklung man sich noch manche Erfolge versprechen 
darf, ist hinsichtlich seiner Allgemeinheit und Strenge neuerdings mehrfach 
angefochten worden. Die Zweifel richten sich hauptsächlich gegen die Be- 
fugniss der Anwendung der Variationsrechnung auf eine Funclion von a priori 
völlig unbekannten Eigenschaften. Der Weg, den ich hier zur Aufklärung 
dieser Zweilel einschlagen werde, ist dem ähnlich, den ich bei einer andern 
Gelegenheit in einem verwandten Fall gegangen bin *). Man kann jedoch bei 
dieser einfacheren Frage noch strenger zu Werke gehen, indem man die be- 
sonders missliche partielle Integration gänzlich umgeht, indem man gleichzeitig 
zu einem, wenn auch praktisch nicht durchführbaren, doch wie sich streng 
nachweisen lässt, convergenten Rechnungsverfahren für die gesuchte Function 
gelangt. Es ist indessen nicht meine Meinung, den Beweis des Dirichletschen 
Princips auf wesentlich neue Grundlagen zu bauen. sondern nur den von Rie- 
mann mehr angedeuteten als durchgeführten Beweis in einigen angreifbaren 
Punkten zu ergänzen. 

Ich wende mich zunächst zum Beweis eines einfachen Falles: 

Es sei ein die zy-Ebene allenthalben einfach bedeckendes Flächen- 
stück $ gegeben, dessen Begrenzung gebildet ist von Curven, die überall, ab- 
gesehen von einzelnen Punkten (Ecken), eine bestimmte Normale und eine 
bestimmte endliche Krümmung haben. Es ist nachzuweisen, dass eine, und 
nur eine Function U existirt, die im Innern dieses Flächenstücks mit ihren 
sämmtlichen Differentialquotienten endlich und stetig ist und der Dillferential- 


gleichung genügt: 
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und die am Rande des Flächenstücks beliebig gegebene Werthe annimmt. 
von welchen Randwerthen noch vorausgesetzt sein soll. dass sie sich längs 
des ganzen Randes stelig ändern und nirgends unendlich sind. 

Um diesen Salz zu erweisen. nehme man in der Fläche S eine be- 
liebige Function « an, welche am Rande von S die vorgeschriebenen Werthe 
hat, und von der nur vorausgeselzt wird. dass sie selbst im Innern von S 


nirgends unstelig oder unendlich wird, und dass das über die Fläche S er- 


(2.) =// (= - -)+(& )\ dxdy 


einen bestimmten endlichen Werth erhalte. Aendert man die Function x» ohne 


streckte Integral: 





die ihr auferlegten Bedingungen zu verändern, so wird das Integral (2(w) 
seinen Werth gleichfalls ändern. Jedenfalls aber wird sich eine endliche. 
posilive, von 0 verschiedene *) Constante % angeben lassen, unter welche 
das Integral (2a) nicht herabsinken kann. 

Es sei nun ®, eine Function von übrigens denselben Eigenschaften wie 
». welehe aber am Rande des Flächenstücks S überall den Werth O hat. 


jedeulet Ah, eine Constanle, und setzt man: 
u = u+hor,. 
so ergiebt sich: 
BER 4 2 ov, ou 00.‘ 
3.) 2a) = 2lu)+hi2(v0,)+2h SG — + Dt a a, Jdeay. 
Für eine gegebene Form der Funelion e, suche man nun denjenigen Werth 
der Constanten A,, für welchen das Integral (2(«,) den kleinsten Werth erhält. 


HER FW. 2 ba )de.dy 
n IR, oy ey 
aa 2 vw). s 


und die Substitution dieses Werthes in (3.) ergiebt: 


6) u 6 v ou 0 Zu 
IHG | + dedy, 
(4.\ ay u 2W)- dc 0x oy oy 


Ze | S2(v,) 


Dieser Werth von A, ist: 














*) Das Integral $2(u) kann nicht bis O herabsinken, wenn die vorgeschriebenen 
Randwerthe von u nicht selbst längs des ganzen Randes dieselben sind, da sonst u 
sich einer Constanten nähern müsste, was nicht anders mögiich ist, als dadurch, dass 
u sich einer in einer Linie unstetigen Function unendlich annähert. Dies aber be- 
dıngt, wie Riemann bewiesen hat, ein unendliches Wachsen des Integrales SL (u). 
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Ist nun die Function oe, so gewählt, dass das Integral: 


(cu © cu Ev 
AR ae | dady 
OL 0X oy oy’ ‘ 


seinem absoluten Werthe nach grösser ist als eine endliche Zahl o,. so folgt 
aus (4.). dass (2(u,) gegen (2(v) um eine endliche Grösse abgenommen hat. 
Es sei nun ®, eine Funclion von denselben Eigenschaften wie v,; hs 


eine neue ÜConstante. Ferner: 


\lan bestimmt nun wieder h, so. dass £2(a,) für die gegebene Form von ® 


möglichst klein werde, nämlich: 


Ö u, ou, 00 \ 
We 1 ] 
NG Er ray > - )d dy 








h» — - be 
2 20,) 
wodurch sich wieder ergiebt: 
ou, Ov,N e 
| NG € = -+ — —— )dr dy\ 
O0’ 4, or 0X oy oy / 
2) = 2m) — 1 
wi 2, 


Daraus geht hervor, dass. falls ©, so gewählt ist, dass 


ou, u, 0, _ ou, © 
/ Reg a gi age _ | deedy 
or 0% oy oy) 


Du 


dem absoluten Werthe nach grösser als eine endliche Constante 0, ist, (2a; 
gegen (2(u,) um eine endliche Grösse abgenommen hat. 
Fährt man auf diese Weise fort, Functionen #,, ®,., ... a, zu bestimmen. 


so erkennt man leicht, dass man nach einer endlichen Anzahl von Operationen 


dieser Art zu einer Function «, gelangen muss, welche die Eigenschaft hat. 


Ou„n 00 | On, oo 
WIE —t — )dedy 
IF ox 0% oy ©y 


dem absoluten Werthe nach unter einer zwar endlichen, aber beliebig kleinen 


dass das Integral: 


Constanten &, liegt, für alle denkbaren Formen der stetigen, am Rande ver- 
schwindenden Function ®, für welche das Integral 2(v) einen endlichen Werth 
behält. Denn nach unserer Bestimmungsweise der Constanten h,, hy, ... ist: 








2 2 2 
() f rt ii 0, 0, Om 
u u TR z\U) — . — —- m — 111 _ 
\ n) u | WW | 2(v,) $2(v,) Lv.) 


Wenn nun nicht eine endliche Zahl u existirte. von welcher ab die 


‚... alle unter einer beliebig klein zu 


4+?2 


grösstmöglichen Werlthe von o,.,, © 
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wählenden Grenze &, lägen, so würde “2(«,) dadurch, dass man m gehörig 
eross wählte, jedenfalls unter jede beliebige Grenze herab gedrückt werden 
können, was unmöglich ist. 
Die Function u, ist also durch eine endliche Reihe ausgedrückt: 
(9.) u, = u+he, +h,v% + ++h,v,, 
ist demnach ebenso wie die Functionen u, v,. ©, ... v, im Innern von S überall 


stetig, nimmt am Rande von S die vorgeschriebenen Werthe an und genügt 


der Bedingung: 
ou, oo 1 ln ov 5 
je —)<E, 
IE ar: oy 


für alle Functionen v, = am Jande von S verschwinden, im Innern stetig 











sind und dem Inte er (v) einen endlichen Werth ertheilen. 


Versteht man nun unter m eine andere Zahl, beliebig grösser als n, 


so wird auch: 
ou 00 ) om oV 2. 
N) _ ron ans )dx.dy a 
x oy O ’Y 


worin &, jedenfalls nicht grösser als &, ist. Zieht man nun (6.) von (7.) ab 
und setzt, was freisteht: oe = u 








„—u,, so folgt, dass das Integral 


Ou,, FiBL... ’ Ou„ ou,N\ 
Hi AH u dx ay 
oy oy 


für ein beliebig grosses m und ein gehörig grosses » kleiner ist als jede be- 








liebig kleine Zahl. 
Da nun die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so folgt, dass 
der Gesammitlflächeninhalt der Theile von S, in welchen die absoluten Werthe 


der Differenzen 
Ol, ou, ou, ou, 





u 


0x ox oy oy 





grösser sind als gewisse beliebig klein zu wählende Constanten 7,, 7,, kleiner 
gemacht werden kann als eine, von 7,., n, unabhängig, beliebig kleine Fläche. 
wenn man nur für ein beliebig grosses m die Zahl » gehörig gross annimmt. 
Daraus zieht man den Schluss, dass das Integral: 


'\ cw (> 2 ee) ow (ee ou, ld ] 
| FT , Jar ay 
0x oX oy \oy oy 


auch dann noch für a. srosse Werthe von m durch eine gehörig grosse 








Annahme über » kleiner gemacht werden kann als eine beliebig klein zu 


wählende Grösse, wenn w eine beliebige im Innern von S stetige Function 





Br? 
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für welche 2/w) endlich ist, die aber am Rande nicht verschwindet. son- 


dern beliebige Werthe erhält. Es wird also unter «dieser Voraussetzune das 


ii row ou, om \ 
PX \:a.'%: 7 = )da dy 


mit unendlich wachsendem » zwar nicht gegen Null, aber gegen eine andere 


Inteoeral: 


feste Grenze convergiren,. von der man noch schliessen kann. dass sie allein 
von den Randwerthen der Function ®» abhäneie ist. 

Um diesen Grenzwerth zu finden. kann man foleendermassen verfahren: 
Man ziehe im Innern von S eine zur Grenzeurve parallele Curve in dem con- 
stanten Normalabstand p,, wodurch die Fläche S in zwei Theile zetheilt wird. 
einen inneren S’ und einen am Rande sich hinziehenden Streifen 5”. Dem 
entsprechend zerfällt auch das Integral (8.) in zwei Theile. In dem über $’ 
senommenen Theil nehme man nun e© mit © übereinstimmend an. in S’”’ aber 


setze man. indem man mit p den veränderlichen Normalabstand bezeichnet. 
pw m en r ) . aM 
r = — .„ wenn @ den Werth von w an der Begrenzung von S bezeichnet *). 
pP, 
Die so bestimmte Function ® genüst dann den Bedingungen der Uneleichune 


(6.). und man hat daher: - 
‚ou. Cw ou. ow ‘Qu. Co  Ou, © 
4% 4 — \drdy+ IN ( dedy <_: 
o2 08 oy oy’ \ox or oy oy/ ' 

Das über S” genommene Integral transformirt man nun. indem man als un- 
abhängige Veränderliche die von einem beliebigen Anfangspunkt gezählte Bogen- 
länge s der Grenzcurve von S und den nach Innen positiv genommenen Nor- 
malabstand p eines veränderlichen Punktes von dieser Grenzeurve einluhrt. 


ichnet di : die Krü der Grenzcurve, posiliv genommen. wenn 
Bezeichnet dann Ak die Krümmung der Grenzeurve iv gen 


sie nach Aussen convex ist. so erhält man für das über S” genommene Integral **) 


*) Enthält die Begrenzung von S Ecken, so muss auch die Begrenzung von 8 
entsprec! ‚ende Ecken erhalten. Wie dann v in der Nähe dieser Ec ken bestimmt wird, 
ist für den gegenwärtigen Zweck gleichgültig, so lange es nur am Rande von S’ ver 
schwindet und übrigens stetig ist, da der Einfluss der Ecken auf das Integral (6.) da- 
durch, dass man p, gehörig klein wählt, beliebig klein gemacht werden an Aus 
demselben Grund braucht auch bei der folgenden Transformation auf die Ecken keine 
Rücksicht genommen zu werden. Durch die Grenzceurvren von S’ nämlich werden die 
Ecken durch kleine Parallelogramme ausgeschieden. Die über diese Parallelogramme 
genommenen Integrale (6.) haben einen Werth, der zugleich mit p, unendlich klein 
wird, und haben also auf das Ergebniss keines Einfluss. 


**) Man vergl. über diese Transformation Riemanns Doctor-Dissertation $. 17. 
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_— 





rn > j oun 00 1 Ou„ Ov 
fas dp (1—kp)  —— + nn — # 


op Sp ' A—kp) ös os 


oder indem man für © den obigen Ausdruck einsetzt: 


— 1 u. ow A Pr ndp ou, 
/w ds — ff dp\ 1— Ip) ———+ "+ fds —— — / Ms en 
; P,: 8 pP,» (1—kp) os 
0 


en) 





worin sich die Integrationen nach s über die ganze Begrenzung der Fläche S er- 
‘ 2 u 
strecken. Da nun unseren Voraussetzungen gemäss a,, -",„ — in der Nähe 
x 08 op 
des ganzen Randes von S stelig sind, so übersieht man leicht, dass das zweite 
der obigen Integrale für unendlich kleine Werthe von p, gegen Null convergirt. 


während das erste das Randintegral: 


erstreckt über den ganzen Rand von S, zur Grenze hat. 


Demnach ergiebt sich aus “ 


Iw u o0wc Dun 
N Fu Bu "= )drdy+ fw zei u, 


worin jetzt w die Werthe der Function w am Rande von S bedeutet. 

Da nun, wie oben bewiesen ist, das erste Integral von (10.) mit un- 
endlich wachsendem » gegen eine feste Grenze convergirt, so muss auch das 
Randintegral gegen eine feste Grenze convergiren, und zwar für alle möglichen 
Formen der stetigen Randfunclion w. Genauer ausgedrückt lautet dieser Schluss: 
Die Länge der Linientheile des Randes von S, in denen der absolute Werth 


der Differenz: 

OU OU, 

op op 
eine gewisse, beliebig klein zu wählende Constante überschreitet, kann für 
ein beliebig grosses m und ein gehörig grosses n kleiner gemacht werden, 
als jede beliebig kleine Linie. | 

Es wird sich also die Function = längs des ganzen Randes, abge- 

sehen von einzelnen Punkten, mit unbegrenzt wachsendem » einer bestimmten 
endlichen Grenze nähern, und jedenfalls wird sich das Integral JeS: ds mit 


unendlich wachsendem » für alle möglichen stetigen Randfunctionen w einer 
bestimmten endlichen Grenze nähern. 
Legt man nun um einen beliebigen Punkt xz,y, der Fläche S einen 


Kreis mit dem Radius r, und nimmt die in (10.) vorkommende Function w 
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in diesem Kreis constant, gleich logr,. an. ausserhalb des Kreises aber 
w=logr; r=yYa—ı)+ly—y). 


so genügt w den Anforderungen der Ungleichung (10.) und genügt ausserdem 


ion} 


noch der Bedingung: 
tr = 0 


in der ganzen Fläche S. w selbst ist in der ganzen Fläche S, und seine 
Differentialquolienten sind ausser an der Kreisperipherie stetig. 

In Folge dieser Annahme fällt derjenige Theil des ersten Integrals (10. 
fort, welcher über die Fläche des besagten Kreises genommen ist. und der 
übrige Theil lässt sich in bekannter Weise transformiren. Wenn man nämlich 


in der bekannten Formel: 
/Y0X o0Y a 


ow j om 
X Zn U Sn } nn N, a 


OL oy 





setzt: 


eine Annahme, die gestattet ist, da alsdann X, Y in der ganzen Fläche S mil 
Ausschluss des Kreises stetig bleiben. so geht das erste Integral der Formel 
(10.) über in ein einfaches Integral über die Begrenzung von S und über die 
Kreisperipherie, nämlich 


' ow ' “nn Oo 
fu, —— ds+ nf u, dy. 
op or 


0) 
Da nun «, im Randintegral durchweg die vorgeschriebenen Werthe # hat, in 
der Umgebung des Punktes x,y, aber stetig ist, so ergiebt sich aus (10.). 
wenn man nun den Radius r, des Kreises unendlich klein werden lässt: 
6 \ 5 ow ou, 2 
2 u,(%%) fu ds+ / u. ds ie €, 
op / cp 
oder, für ©» seinen Werth gesetzt: 
| - olorr  /[ ou, 
(11.) ru, (yo) fu —  — ds +/ —- logrds < e,. 
; £ op R Op 
Aus diesem Resultat ergiebt sich nun der gesuchte Beweis. Zunächst erkennt 
man, dass für jeden Punkt im Innern von S die Function «, mit unendlich 


wachsendem » sich einer bestimmten endlichen Grenze nähert. Es lässt sich 


aber auch diese Grenze darstellen. Denn nennen wir den Grenzwerth von 
5* 
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Y 4 


OU, 


op in 
Ausnahme einzelner Punkte exislirt, «, so ergiebt sich aus (11.): 


. der, wie oben nacııgewiesen ist, an der ganzen Begrenzung mit etwaiger 





\ 1 /- Oloer =. 
12.) Umy) = Yu --% logr)ds. 


an. 
Es zeigt dieser Ausdruck, dass die Grenzfunction U im ganzen Innern der 
Fläche $ endlich und stetig ist, und dass dasselbe auch von ihren sämmtlichen 
partiellen Dillerentialquotienten gilt; denn nach bekannten Sälzen der Integral- 
rechnung lassen sich in (12.) alle partiellen Differentiationen nach «, y, unter 
dem Integralzeichen ausführen. Endlich zeigt auch der Ausdruck (12.), dass 
im ganzen Innern von S die Dilferentialgleichung erfüllt ist: 
U SU 


Or 





- = ®. 


2 
0 


oY 
Das Einzige, was nachzuweisen bleibt, ist nun, dass die so definirte Function 


U auch stetig in die am Rande vorgeschriebenen Werthe übergeht. Wäre 


dies nicht der Fall. so müsste sich «#, mit unendlich wachsendem » einer in 
einer Linie unsletigen Function unbegrenzt nähern, und zwar so, dass diese 
Unstelickeitslinie gerade mit der Randeurve zusammenfällt. Dies aber kann 
nach Riemann nicht seschehen. wenn nicht (2(«u, mit wachsendem » über 
alle Grenzen wächst. so dass dies also durch die dem 2(u,) auferlegte be- 
ständige Abnahme ausgeschlossen ist *). Die oben ausgesprochene Behauptung 
ist somit in allen ihren Theilen nachgewiesen. 

Die Forderung, dass die vorgeschriebene Randfunction in einzelnen 
Punkten gewisse sprungweise Aenderungen erleiden soll, musste bisher aus- 
geschlossen werden, weil für alle Functionen x, welche stetig in solche un- 
stetigen Randwerthe übergehen, das Integral (2(«) unendlich wird. Man führt 
aber diesen Fall leicht auf den früheren zurück wie folgt: 

Es seien ©. Yu: Zi» Yı3 --- die Coordinaten der Unstetigkeitsstellen, 
die der Voraussetzung nach der Randeurve angehören. 

Man setze: 


e+Pi = Alog(z- 2, +iy—y))+Aloe(e a) +iy—yı))+ 


*) Ein Beweisvertahren, welches näher auszuführen hier überflüssig erscheint, 
welches ganz analog ist dem erwälnten Beweis Riemanns, (Doector- Dissertation $. 17) 
führt zu dem Schluss, dass die stetige Function « sich nicht einer ın einzelnen 
Punkten des Randes unstetigen Function unbegrenzt annähern kann, ohne dass das 
Integral Q(u) über alle Grenzen wächst. Damit ist der Zweifel ausgeschlossen, ob 
nicht die oben bestimmte Function U in einzelnen Punkten der Grenze von den vor- 
veschriebenen Rand’ vertien abweicht. 
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Sind die Constanten A,. A, ... reell. so ist 3 im ganzen Gebiet endlich und 
abgesehen von den Punkten x. yu: 2, 91: ... stelig. Geht man in der 


Richtung des Randes über einen dieser Punkte hinweg. so erleidet die Function 
3 eine sprungweise Aenderung, welcher durch geeignete Bestimmung der 
Constanten A,, A,. ... ein beliebiger Werth ertheilt werden kann. Endlich 
genügt der Gleichung: 


Sind nun die vorgeschriebenen Randwerthe der Function U wieder «, so lässt 
sich $ so bestimmen, dass a—ß am ganzen Rande stetig ist. und es kommt 
nur noch auf die Bestimmung von U— an, welches unter dem eben betrachteten 
Fall begriffen ist. 

Den Fall, in welchem das in Rede stehende Flächenstück einen «—1fachen 
Verzweigungspunkt enthält. und seine Begrenzung durch eine einfache in sich 
zurücklaufende Linie gebildet ist, kann man auf den vorigen reduciren, indem 
man das Flächenstück abbildet mittelst der Substitulion: 

ty = (S+tin)", 
wo der Einfachheit wegen angenommen ist, der Verzweigungspunkt sei der 
Anfangspunkt der Coordinaten. Man gelangt dann zu dem Schluss, dass in 
einem solchen Verzweigungspunkt die Function « zwar selbst, nicht mehr 
aber ihre Differentialquotienten stetig sind. 


In dem allgemeineren Fall, in welchem die zu bestimmende Function 
gewisse gegebene Unstetigkeitsbedingungen zu erfüllen hat, wo die Fläche 
die zy-Ebene mehrfach bedeckt und irgend wie begrenzt oder auch ganz 
unbegrenzt ist, sind die Schwierigkeiten wesentlich dieselben wie in dem oben 
behandelten einfachen Fall. Es wird daher genügen, den Gang des Beweises 
kurz anzudeuten. 

Es tritt hier an die Stelle des Integrals (u) das Integral: 


In. 2) in an N OP) andy, 








wo die Functionen «, ? in der Weise le sind. wie es bei Riemann 
(Doctor-Dissertation $. 16 ff.) auseinandergesetzt ist. 
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Man bestimmt nun genau nach derselben Regel wie oben eine Reihe 
von Functionen «,, % ... «,, welche so weit fortgesetzt werden kann, bis der 
absolute Werth des Integrals: 

ip ee a a 
9) oy oy Ox oy) I 
kleiner als eine beliebig klein zu wählende Grösse e&, ist für alle im Innern 
der Fläche stetigen, am Rande verschwindenden Functionen ©, für welche 
(2(v) endlich bleibt. 


Schneidet man nun aus der ursprünglichen Fläche S ein beliebiges 








Stück X aus, in welchem die beiden Functionen @ und 5 stetig sind. und 
betrachtet das über die Fläche K erstreckte a 


/\Ola-+u,) Oo , O(a-+u,) 
// Paz — + 3——— - a | dee dy, 
0x 0x oy Oy 


kann man auf dieselbe Weise wie oben schliessen, dass der Werth dieses 
Integrals mit unendlich wachsendem » sich einer bestimmten endlichen Grenze 
nähern muss. oder, was dasselbe ist, dass das Integral: 


o Um — u.) 00 olun—u,) 00 
IN (Hm er th ( _ ) = dx dy 
0X oy oy’ ‘ 


für beliebig grosse Werthe von m und gehörig grosse Werthe von » kleiner 











gemacht werden kann als eine beliebig kleine Grösse. 
Es sei nun die Fläche AK eine die ey-Ebene einfach bedeckende Kreis- 
fläche. Man beweist leicht durch die Fouriersche Reihe, dass sich eine im 
Innern dieser Kreislläche mit sämmtlichen Differentialquolienten stetige Function 
bestimmen lässt, welche der Differentialgleichung 
od Cd 


EWR. 


FW F% ‚2 
02’ " 0y 





1 . ov Re ’ 
genügt, deren Differentialquotient p m ganzen Rande beliebig vorgeschrie- 
bene Werthe » hat, welche der einzigen Bedingung unterworfen sind, dass 


das über den Rand von KÄ erstreckte Integral fods verschwindet. Da sich 


nun die ganze Fläche S mit solchen Kreisen K allmählich erfüllen lässt, so 


schliesst man, durch ganz ähnliche Betrachtungen wie oben, dass die Differenz 
4„— 4, für alle Punkte von S bis in beliebige Nähe der Unstetigkeitspunkte 
der Functionen «, 5 und der Verzweigungspunkte der Fläche S kleiner ge- 
macht werden kann als eine beliebig kleine Grösse, dass sich also # mit 
unendlich wachsendem » einer bestimmten Grenze nähert. 
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u zZ 


Von nun an wären die früheren Betrachtungen wörtlich zu wieder- 
holen. Um die dort aufgestellten Formeln unmittelbar auf diesen allgemeineren 
Fall anwenden zu können, kam es nur darauf an. zu zeigen, dass das Integral: 


Be, log r 
fu. | — ds. 
a op 


welches in den Formeln (11.), (12.) vorkommt, mit unbegrenzt wachsendem 
» sich einer festen Grenze nähert. wenn man dasselbe über eine beliebige. 
im Innern von S geschlossene Curve erstreckt. Dies wird durch das Vor- 
stehende erreicht. Dass auch in den Unstetigkeitspunkten von «, P diese 
Grenze stetig bleibt, ergiebt sich daraus, dass, der Voraussetzung gemäss. in 


o 
der Nähe solcher Punkte 


Man hat es also in der solcher Punkte nur zu thun mit dem Integral: 


un Oo | Oun Co 
— + — — )dedy, 
Ox ' &y< 


welches für den Grenzwerth von «, den Da liefert: 


(„ter z n 
— a logr )ds, 


so dass U im Innern dieses ganzen Me mit allen seinen Diflerential- 
quotienten stetig bleibt. 


Heidelberg, im Juni 1869. 
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Von der Zerlegung der Diseriminante der eubischen 

Gleichung, welche die Hauptaxen einer Fläche 

zweiter Ordnung bestinimen, in eine Summe von 
Quadraten. 


(Von Herrn @. Bauer in München.) 





Herr Kummer hatte zuerst die Idee, die Diseriminante der ceubischen 
Gleichung, von welcher die Hauptaxen der Fläche zweiter Ordnung abhängen, 
in eine Summe von Quadraten zu zerlegen, um hierdurch einen directen Beweis 
für die Realität der Wurzeln dieser Gleichung zu gewinnen. Er gelangte zu 
dieser Zerlegung, indem er von einem einfachen Fall ausgehend den schwie- 
rigen Weg der Versuche einschlug *). 

Später erfand Herr DBborchardt eine Methode, welche nicht nur die 
Kummersche Zerlegung für die Gleichung dritten Grades giebt. sondern auch 
eine Ausdehnung gestaltet auf die allgemeine Gleichung »‘ Grades. mit deren 
Hülfe man die seculären Störungen der Planeten findet **). 

Neuerlich noch gab Herr Hesse eine andere Herleitung dieser Zer- 
legung, gestützt auf Jacobische Formeln der orthogonalen Substitution ***), 

Es giebt aber für die Gleichung dritten Grades noch einen einfacheren 
Weg diese Zerlegung zu bewerkstelligen, der bisher nicht versucht wurde und 
hier gezeigt werden soll. Nach der erschöpfenden Arbeit von Herrn Borchardt 
kann die hier gegebene Zerlegung nur in sofern noch Beachtung beanspruchen, 
als sie mit den einfachsten Mitteln ausgeführt zugleich als die directeste er- 
scheint, indem die Quadrate unmiltelbar aus der Determinantenform der Dis- 
eriminante sich entwickeln. 

Sei die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 

ax +by’+c3 +2 lys +2mzsc+nay+d =. 


so hängt das Problem der Hauptaxen von der Gleichung 


*) Dieses Journal Bd. XXVI. 
*#) Dieses Journal Bd. XXX. Liouville, Journal de Math. T. X1l. 
‘***) Vorles. über die anal. Geometrie des laums, pag. 320. 
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a—k N m 
I. n b—k / = ® 
m l c—k 
oder 
P—(a+b+c)k+(ab+bc+ca— l’—m’—n’) k— (abe— a? —bm’— en’ 4-2 !mn‘ — V 


ab. Setzen wir 








an m 
| öo='n b 1... 
| 
m I ce 
also 
oo z 00 | 
=0, =be—!”, 1 —=Jd =nm- dl, 
oa a 
ee: | :) 
2.) — =0d,=ac—m., ı_——- 0) = In—bm, 
| ob - om 
00 00 
—-0.=ab—-n., ı—=-0d =mi—-cn 
OC - O8 
und 
0°0 0°Ö 0°ö 
—e =04 > C, —=0,.=4, —-0.=b 
daob 16 ob oc 6. oceoda en . 


so lässt sich die cubische Gleichung schreiben 
1.) "— 0... K+30,.k—0 
Die Diseriminante dieser Gleichung, welche gleich Null gesetzt die Bedingung 
ausdrückt, dass die Gleichung zwei gleiche Wurzeln er Be sich als Re- 
sultante aus den zwei Gleichungen 
ZE—2E0,.h+208,=0, — 0, K+280,.k-30 = 0. 
Bedient man sich zur Bildung dieser Resultante des abgekürzten Dezoutschen 


Verfahrens und nennt sie R, so wird 
u 4 
er Bei p 
wo 
I, = 6230, — 21 (zZ 4), A=- +5,20, h= 69.209, —2 (20, 


Dieser Ausdruck R soll in eine Summe von Quadraten zerlegt werden. Da 
d eine homogene Function dritten Grades der Grössen a, b, ce, I, m, n ist, so 


hat man 


30 = ad, +bd,+ cd.+2 (ld, +md,-+nd,) = Fad, +2 >10). 
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Ferner ist nach einem bekannten Satze aus der Lehre der Determinanten 


N. 0 Be od „29 _ ' ( 00 \ 
oade ca 0C + \om/ 
also 
It dr II td, II, 
0.20 ,= 25 (d,.d,)— 20 


Substitnirt man diese Werthe von 30 und d.X0,, in A, und A, und ersetzt 
in 4, die Summe d,+0d,-+0d, durch ihren Werth ab+bce+ca—- "+m’-+n?). 


so nimmt R die Form an 
A-6231 B—6210, | 


| n 
|B-62, C-6x80 | 


wo zur Abkürzung m. ist 


Ih 


A=6lab+bc+ca)—2(2 = b(ab+bc+ ca)—2(a+b+c)’= (Za)’— 3a, 
B= Zazd —33al,, 
C=62(0,.0,)—2(20,° = (20,7 320%. 


Diese Determinante Ar zerfällt nun in vier Determinanten, nämlich 


n sr a) JABI, 2 7 —>S,| I—-8? Bil 
IV. R — 6. lt . o\r®} 1 | N +] IE 
ld, 307 BC! IB SI |-&0, Cı 
Die erste dieser Determinanten ist nach einer bekannten Formel 
3. — (d„—md;) + (md, —nd,,)” + (nd; — Id, 
Die zweite 
A B |(Za)’— 330 Za.20,—33al,! 
BC| |za.20,—-3Zad, (ZI, IE | 


indet man, entwickelt, nach En Reductionen 
(4.) — 3[(ad,— bd,)+ (bd,.— cd, + (cd, —ad,)]. 
Zu diesem Resultat gelangt man aber auch auf folgende Weise. Bezeichnet 


man für einen Augenblick ein Element der Determinante 


13 Sa 20, 
0 = | Zi 200, 


80, Zad, Zı 
durch das Symbol «a,, und den Coellicienten dieses Elements in der Deter- 
minante durch «,, so ist, wie man sogleich ersieht, 


AB Guy: Alse | O2; | 


| Oy3 Olz3 | 





B c! Ole Gkes 
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— 


). Ferner 


wi 


Diese Unterdeterminante des adjungirten Systems ist aber = 0.a, =: 


ist O selbst das Quadrat der Determinante 


| | | 
a b C 
" FE 
Also 
| ) | 
i Bi 
| Id b ( 
m E 
) N) ) 


übereinstimmend mit dem oben gegebenen Werth. 

Was endlich die zwei letzten Determinanten betrifft. aus welchen R 
besteht, so kann man, da A, B, Ü nach der hier gebrauchten Bezeichnung 
die /, m, n nicht explieite enthalten.‘ für ihre Summe schreiben 


I,m,n \ A De Id, ER > B|] Im,n | 
= | „+ N = FB. -A.8—-C. 
B-JHI i—ld; ( 


Setzt man für A, b, C ihre Werthe, so wird die Grösse unter dem Summen- 
zeichen 

3-2, FEad, + HER HUFEI) + U, Fard,— I, (Fa)’— Fi) 

F Sa HE, — 22 ad, .Id, — O0, 2a- 120) 

38 (ad, — Id, — (Z (ad, —Id,))’ 
oder, wenn wir zur Abkürzung [ad] für ad,;—Id, schreiben. 

9.) —9 N lad]? + [d9,]° 4 led," — lad] Ion \bI,] led; cd,\Tad; 4 
Bezeichnen wir diesen Ausdruck abgesehen vom Faclor 2 durch 8, und ebenso 
durch S, und S, das, was dieser Ausdruck wird. wenn man d, mil Öd, und 
ö, vertauscht, so ist mithin die Summe der zwei letzten Determinanten in R 


n 


IV.) gleich 2(S;+8,+8,). und man hat 
(V.) AR = 12 [| [0,"+ [md + nd} + ([ad,]+[b0,]+[ed,])’+489;+48,448,. 
wenn analog der eben gebrauchten Bezeichnung 


d„—md,= [ld], ad,—bd,=[ad,]) u. s f. 


veselzt wird. 
Die Grössen S,, S,„, 8, sind wesentlich positiv und können auf ver- 


schiedene Weise in Quadrate zerfällt werden. Benutzt man die Formel 


| 


\9 
Ar \” 


B .) 
zu 3 477 3 


u” 





A +R+y—eß—Py—ye) = (2a— By) 
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so erhält man 
48, = (2[ad,, — [bo] — [ed;)) + 3 (1b0,]— [edi])' 

— (2 [bd,]— [ad] — [ed])" +3 ([ed]— [adı])' 

— (2 [ed}] — lad) — [bd,)) + Bi (Tad'] — [bd}])". 
Zerlegt man ebenso S, und S, in je zwei Quadrate, so erhält man AR dar- 
gestellt als Summe von 10 Quadraten. Aber vermöge der leicht zu bewei- 
senden Relationen 

6. [a9,])—[bd,] = [0]. [bd,]—[cd}] = [md]. [ed,]— [ad,] = [ndı] 


S, ent- 
haltenen Quadrate einem der Quadrate [10]. [md]. [rd}]’ gleich; und man 


wird bei passender Wahl der Zerlegung je eines der in S,. S,, 

erhält sodann die Kummersche Zerlegung von R in nur 7 Quadrate, in der 

Form, welche ihr Jacobi gegeben hat *). Führt man die Bezeichnung ein 
ad] —[bI,] = [ad),, bo], 


so ist diese Zerlegung 


| !R= 15([0,,7 + [md + [nd}]") + (lad, ]-+ [bd,]+[ed.])’ 
v1. + ([ad,, bd,)—[ed,, ad] + ([bI,.; ed] —[ad,,, bd,]) 
| + ([ed',, ad,]—[bd\,, cd,])'. 
Wan kann aber auch 238, (5.) nach der Formel 


n 
\- 


(+ +r- ep —-Py—yo) = («PHP —Y+lY— a)" 

zerlegen und ebenso 28, und 2S,. Man erhält dadurch für AR eine Zerlegung 
in 13 Quadrate, auf welche auch Herr Borchardt durch seine Methode zunächst 
geführt wird **). Mittelst der Gleichungen (6.) redueiren sich jedoch die 13 


Quadrate auf 10, und man erhält 
E R = 14([10,, + [md] + [nd ]?)+ ([ad,] + [Bd] + [ed.])" 
Vu. +2 ([ad,, bd,”+ [ed,, ad," +[bd,., cd,”+ [ad,., bd,.] 
| +[cd,, ad,]"+[bd,, cd,]'), 
eine Zerlegung von AR, welche obwohl mehr Quadrate enthaltend als die Zer- 
legung (V.) insofern einfacher als jene erscheint, als die Quadrate einfacher 
zusammengesetzt sind. 
Damit R= 0 und folglich die Fläche eine Rotationsfläche sei, ist be- 
kanntlich nur erforderlich, dass zwei der drei ersten Quadrate verschwinden. 


J 


*) Dieses Journal Bd. XXX, pag. 46. 
**) Liouville, Journal de Math. T. XII, pag. 66. 
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indem die übrigen zugleich verschwinden. Da in keiner der angeführten 
Abhandlungen angegeben ist, wie die Quadrate in R aus den drei Grössen 
[1d,], [md,], [nd] zusammengesetzt sind, um zugleich mit diesen zu ver- 
schwinden, so mögen hier noch die betreffenden Relationen Platz finden. Die 
drei Grössen selbst hängen unter einander durch die Gleichung zusammen 

n [10] + m [nd] + 1[md),) 
Aus der zweiten der Gleichungen (6.) folgt 

(b—-ce)d,—1(d,—d.) = [md)). 
Multiplieirt man auf beiden Seiten mit m und addirt /(bd,— cd). so erhält 
man sogleich die erste der folgenden Relationen: 
I[bd.,cd,] = (b—-e)[ld,]—m[nd,,], 
I[bd,,cd,] = (b-e)[ ld, ]— n[md,]. 

is /e RER 1— n[d,) 

m[ cd,,ad,] = (e-a)[md,]— I[nd, 
n[ ad,,bd,]) = ab) [nd]— ![md)]. 
n|ad,„,bd,] = (a-b)[nd,]—m[I0,) 


m[co,, ao, 


1, 
7 
|» 


m 


Endlich hat man 


[ad,]+ [dd.]-+[ed,] = a(d,—0,)+b(d,— 0, )te(d,—0, 


_  a(b—ec) b(c—.a) ‚ e(a—b) „ a VL. © +8 
— ’ d,+ a ö_+ x d‘.— [md] — en [nd] — : [10,| 











ab c be ca, 
er (5 Im r —) (10, p% (u Pr 7) [md | al "m 91 [ndı) 
München, April 1868. 
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Von den Kreissehnitten der Klächen zweiter 
Ordnune. 


(Von Herrn @. Bauer in München.) 


ur 
W enn eine Fläche zweiter Ordnung, deren Gleichung 


“> 


(1.) ax + by’+c3°+2lys +2mscH+Rrnay-+2pc+2qy+Rrz+d = 0 


ist. von einer Ebene, deren Gleichung 


(2) ee +Py+ys+0 = 0 


ist. geschnitten wird, so ist die quadratische Gleichung, von welcher die Axen 


des Schnitts abhängen, 


a—k n 
A TE b—k 
(3.) 
m I 
E. R 
10 [? 


m 


I 


c—k 


’ 





0 


Herr Hesse“) hat die Discriminante dieser quadratischen Gleichung auf ver- 


schiedene Weise in Summen von Quadraten zerlegt. indem er sie als Summe 


von 10, 7, 6 oder 5 Quadraten darstellte. 


Seitdem ist es Herrn Henriei”*) 


gelungen, auch eine Zerlegung in nur zwei Quadrate zu bewerkstelligen. Es 


lässt sich aber auf ganz directem Wege eine Zerlegung dieser Art erzielen. 


welche den Vorzug hat, dass in ihr die Zusammensetzung der Quadrate klar 


hervortritt, und daher auch die Bedingungen für das Verschwinden derselben. 


also für die Gleichheit der Wurzeln der quadratischen Gleichung sich un- 


mittelbar und zwar in bemerkenswerth einfacher Form ergeben. 


1. Setzt man 





Ad 

n 
\ 4 . ) A — Er 

m 

104 


*) Dieses Journal Bd. 60, pag. 305. 
*) Dieses Journal Bd. 64, pag. 187. 


N 


b 


m 


C 
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ON 
— = A, = —-21ßy +e®+ by, 
od 
Ö A 
27 / zen Y h) 
(9.) \ 7 = 4A, = —-2moy+ca+tay', 
ob ‘ 
oA - I 2 | 2 
— =A, = —Rnaß+aßp°’+ ber, 
OL 
1 Oo A va A Pn y f / 4 “u a/ ) ie 
ap A male +mPp+ny)—apy, 
nn \ 1 oN 13 an Ay > 2 ” ? es 
(6 J = en = pa lc MB TR) b} 6. 
o/ 
l ne u Zu | A TER Te ’) 
D) g:’% — do, — /\ lo 4% m) N, J C 0 I, 


so lässt sich die quadratische Gleichung (3.) schreiben 


\ ++) R-(A,+A,+A)ELA = 0, 


I 


und ihre Disceriminante wird 
8) R= (A.+&h+AY 4a +B+Y)A. 


Verschwindet dieser Ausdruck AR, so hat die Gleichung 3.) gleiche Wurzeln. 
und der Schnitt der Fläche (1.) durch die Ebene (2.) ist ein Kreis. 

2. Betrachten wir zunächst den speciellen Fall, in welchem /=m=n=0 
ist. also die Coordinatenaxen parallel zu den Hauptaxen der Fläche liegen: 
dann wird 

(9.) R=[(b+c)a’+(c+a)P+(a+b)yP—4(e+Pp’+y’)(bea’+cap’+aby‘) 


Dieser Ausdruck von AR redueirt sich leicht auf ENT 
en >)? \2 + [ \2,,4 6 \/n , 42 92 
410) (R= (b—-c) a’ + (c-a) + (a-b) y’—2(b—-c)(c—a) 


| —?2 (a—b) (b—c) OL Y —2( b—a) ada—c ui Y, 


weleher bekanntlich in vier Factoren. in der Formel 








ayb—-c+ßye-a+; ‚Ya—b 
enthalten, zerfällt und hierdurch sogleich die Bedingungen erkennen lässt. 
welche für Kreisschnitte obwalten. Wir werden nun, indem wir zum all- 
gemeinen Fall zurückkehren, zuerst den Ausdruck (8.) von R auf eine der 
Form (10.) ähnliche Form zurückführen. 
3. Ersetzen wir zunächst 


I m n a b c 
durch 
I m n aa bA cy 


— — — — — — 


@ v} y Py ya ad 
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Von den Kreisscehnitten der Flächen zweiter 
Ordnune. 


(Von Herrn @. Bauer in München.) 


Wenn eine Fläche zweiter Ordnung, deren Gleichung 
1.) ac +by’+c3’+ 2 lyz+2mzc+Rncy+2pc+r2gy+2rz+d = V 
ist. von einer Ebene, deren Gleichung 
(2.) ee +Py+ys+d = 0 
ist. geschnitten wird, so ist die quadratische Gleichung, von welcher die Axen 


des Schnitis abhängen, 


a—k n m er) 

| n b—k l P | 
a. } | =VU. 

m I c—k y| 

| J „ | 

u [? 7 Ü | 


Herr Hesse *) hat die Diseriminante dieser quadratischen Gleichung auf ver- 
schiedene Weise in Summen von Quadraten zerlegt. indem er sie als Summe 
von 10, 7, 6 oder 5 Quadraten darstellte. Seitdem ist es Herrn Henriei**) 
gelungen, auch eine Zerlegung in nur zwei Quadrate zu bewerkstelligen. Es 
lässt sich aber auf ganz directem Wege eine Zerlegung dieser Art erzielen. 
welche den Vorzug hat, dass in ihr die Zusammensetzung der (Quadrate klar 
hervortritt, und daher auch die Bedingungen für das Verschwinden derselben. 
also für die Gleichheit der Wurzeln der quadratischen Gleichung sich un- 
mittelbar und zwar in bemerkenswerth einfacher Form ergeben. 
1. Setzt man 
an m « 


Iinb I P} 


Q 
— 

’ 
- 

> 

RN 
An 
ee 


*) Dieses Journal Bd. 60, pag. 305. 
*) Dieses Journal Bd. 64, pag. 187. 
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IN 
— =-A, =—-21Py +e®+by 
oa N u Ti De FR 
ON 
. 2 2 ) 
($.) \ ——- = A, = —-2moy+ca+tay, 
i ob : 
aA 
OL an: A 2 m 2 1 / y* 
: = 2. = onoB Tap> TpDa, 
oc 
Er ER a (—la+mP+ny)— aßpy 
ı 7 = A al / PrnY 7; 
ol 
oN 
’D / uf A) ] | - a 
(6.) (\41— =A,=P( la—mß-+ny)—bye, 
- om 
L— = A, =y( la+mß—-ny)—caß 
z en RW N . N "7 a 


so lässt sich die quadratische Gleichung (3.) schreiben 


4) 


7) @+P+Y)R-(A,+A,+A)k+A = 0, 


und ıhre Diseriminante wird 


(8.) R — (A.+A,tA)\—4 + +Y)A. 


Verschwindet dieser Ausdruck AR, so hat die Gleichung (3.) gleiche Wurzeln, 
und der Schnitt der Fläche (1.) durch die Ebene (2.) ist ein Kreis. 

2. Betrachten wir zunächst den speciellen Fall, in welchem /=m=n=V0 
ist. also die Coordinatenaxen parallel zu den Hauptaxen der Fläche liegen: 
dann wird 


(9.) R=[(b+c)ae+(c+a)P+(a+b)y —4(e+p+y’)(bea’-+ca; ”+aby‘). 


Dieser Ausdruck von R reducirt sich leicht auf foleenden 


u. su ae ha 7 ne 7 Ba‘ ie ee 279% 
410, (= b—-c) a’ +(c—-a)'P’+ (a-b) y'—-R2(b—-c)(c—a) ee P 


| — 2 (a—b)(b—-c) &y—2(b-a)(a—c) PYy. 


welcher bekanntlich in vier Factoren. in der Formel] 





ayb—c+Pyce-atyya-—b 
enthalten, zerfällt und hierdurch sogleich die Bedingungen erkennen lässt. 
welche für Kreisschnitte obwalten. Wir werden nun, indem wir zum all- 


gemeinen Fall zurückkehren, zuerst den Ausdruck 


\ 


8.) von R auf eine der 
Form (10.) ähnliche Form zurückführen. 
3. Ersetzen wir zunächst 





l m n a b C 
durch 
I m n aa b5 cyY 
Cr Br Zu 
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so erhalten wir eine bedeutende Vereinfachung, indem die Determinante A 
übergeht, wie leicht zu sehen, in 


an m 1 
| b 1 1 
u Beer” 
mi ce 1 
ii 1 1 0 





Zugleich geht die Gleichung (3.) oder (7.) über in 
1 m o[9y (+ P’+Yy‘) En (Ay D, +y' Pi D,+0*P D.) k-+ a[9y D z— 0. 


wo 


oD >D | 3D 
13.) = ——- = c+b—2l, D,=—- = c+a-2m, D.=-——= a+b—2n. 
oa ob oc 


Bezeichnen wir mit AR’ die Discriminante dieser Gleichung (12.) und setzen 
zur Abkürzung 
14.) Ayo Yen, fer, 
so ist 
15.) R = (AD,+uD,+vD.)”’—4A(ku+uvr+rvi)D. 
Nun ist aber 
oD oD 





1-——- =D, =—I+m+n-a, 4—=D,=I—-m+n-b, 
"p ns - om | 
16.) 3] 
oD 
ı-——- =D, =I+m-n-c, 
“- Om j 
mithin 


dt) BrB=--D, B+DB=-D, Bid=--2, 


J 
Ferner ist, da D eine homogene Function zweiten Grades der Grössen a, b. e, 
I. m, n ist, 


2D = aD, +bD,+.cD.+21D,+2mD,-+?2nD,. 


Ersetzt man hierin D,, D,, D. durch ihre Werthe aus (17.) und berück- 
sichtigt hierauf die Gleichungen (13.). so kommt 


2D = —D,D,—D,D,„—D.D, 
oder endlich, wenn man wiederum für D,, D,, D, ihre Werthe aus (17.) setzt, 
18.) D= DD,„+D,„D,+D,D.. 
Vermöge der Gleichungen (17.) und (18.) wird nun die Formel für R’ 
19.) R=[A(D,+D,)+u(D,+D,)+v (D+D,„)]-4 (Au+ur+r)) (D,D,+D,„D,+D,D)). 


Multiplieiren wir nun den Ausdruck (9.), welchen wir für R unter der Vor- 


\ 


ausselzung =m=n= fanden, mit «*5°y*und ersetzen hierauf a, b, ce durch 
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Dazu kommt noch für jeden Punkt des Innern die Gleichung 


MR) “ N 
ee ee ee 


OxC oy 02 2 ot 





und für jeden Punkt der Oberfläche, wenn a, b. c die Winkel der nach Innen 
serichteten Normale mit den Coordinaten- Axen bezeichnen, 


. ucosa+trcosb+twcoset = — 1 —— , 


welche drei Gleichungen, wenn man u, X, Y, Z, Q gleich Null setzt, mit den 
von Herrn Kirchhoff a. a. O. aufgestellten übereinstimmen 

Die Grösse u = 2k- „ welche man in der bisherigen Theorie als ihrer 
Kleinheit halber ausserhalb des Bereichs unsrer Wahrnehmung fallend vernach- 
lässigt hat, ist ein neues Element, welches Herr Weber a. a. ©. in die Theorie der 
elektrischen Strömungen eingeführt hat, und dessen experimenteller Bestimmung 
er seine nächste Untersuchung zu widmen verspricht. Erinnert man sich, dass 
die in mechanischem Mass ausgedrückte Elektricilätsmenge Ö nach ihrer De- 
finition die Kraft angiebt, welche diese Elektrieität auf die mechanische Mass- 
einheit positiver Elektriecität in der Entfernung 1 ausübt, so sieht man, dass 
der Quotient = nd das Verhältniss der (in Masseneinheiten, z. B. in Milli- 
grammen ausgedrückten) Elektricitätsmasse in der Volumeinheit zu der von ihr 
auf eine gleiche Masse in der Entfernung 1 ausgeübten Kraft angiebt, oder 
dass = die Kraft der Elektricität in der Volumeinheit auf 1”®" Elektrieität in 


der Entfernung 1 ist. 


8.2. Umformung der Gleichungen. 


Um die Gleichungen (4.) in Differentialgleichungen umzuformen, be- 











zeichnen wir — B= : . +5 si Ay und beachten die aus (1.) für alle 
Or oy’ 0% 
Punkte im Innern des Körpers folgenden Gleichungen 
RL SE 08 ae na 
(2.) NT 0%... Ze If = = 0-0. 


Wir erhalten dann aus (A.) 


(8), 9 taten — = 0, 





ou 


(4.) u Ba —t+ 2 Er +8n k— —- RER 8nh- 
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= 0 
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und zwei der letztern analoge Gleichungen für die y- und s-Axe. Abgesehen 
von den in « multiplicirten Gliedern ist die Gleichung (3.) schon von Herrn 
Kirchhojf, die Gleichung (4.) von Herrn Weingarten a. a. O. abgeleitet worden; 
auch bemerkt schon Herr Kirchhoff, es folge aus Gleichung (3.), dass die freie 
Elektricität im Innern im Allgemeinen nicht verschwinden kann. Um in den Dif- 
ferentialgleichungen (4.) die Unbekannten zu trennen, setzen wir 





na 22 22 
FR 02 02 0’ 
& Su = —— Se = -——- tr... Se = —— +7. 
1, ox ct Ti oyo Ti: ; 0201 r%s 


dann geht die Gleichung (B.) über in 
1m) aık,ı MM _o 
” Ox oy 0% 8 
welche Gleichung aussagt, dass die zweiten Theile 4,. z. x, der Ausdrücke 
\ür die Stromdichligkeiten der Art sind, dass sie keine Verdichtung der Rlek- 
tricität und folglich auch keine Ansammlung freier Elektricität veranlassen. 


Bezeichnen wir ferner mit Zy eine Differentiation nach der nach Innen ge- 





richteten Normale der Oberfläche, mit 42, den ausserhalb des Körpers statt- 
{indenden Werth von 42 und beachten die bekannte Gleichung 





Ane — 2 _Me 
0N ON’ 
so geht die Gleichung (C.) über in 
oo 08, 
(I1.) z,c0osa+2%cosb+x%,cosct = or 


aus welcher folgt, dass %,, X, %; im Allgemeinen nicht gleich Null sein können. 
Die Einsetzung der Werthe (I.) in Gleichung (4.) giebt, nach Subtraction der 
nach x differentiirten Gleichung (3.), 


ody, FE 
u +Agı-Sahzr- = 0, 


und zwei ebensolche Gleichungen erhält man für 4%, und 4;; die zweiten Theile 
der Ausdrücke (l.) sind also drei solche Integrale der Differentialgleichung 





Buy Ö 
(IV.) (u Er +1)44-87n = U, 


welche zugleich den Gleichungen (l1.) und (Ill.) genügen. Die Gleichung (IV.) 
stimmt, abgesehen von dem in « multiplicirten Gliede der Form nach mit der Glei- 
chung überein, durch welche bei dem Problem der Wärmeleitung die Temperatur 
bestimmt wird. Das Potential $2 endlich bestimmt sich durch die Gleichung 
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3.),. oder, wegen —4rıe = 442, durch die mit ihr identische 





0 ”Q 
var art t6nh) AQ+Eah = 0 


ot ol 
Durch die Gleichungen (].) bis (11I.) sind die Gleichungen (D.) und 
C.) des $.1 erfüllt; die Gleichungen (A.) aber werden durch die Gleichungen 
IV.) und (V.),. welche aus jenen durch Differentiation entstanden sind. nicht 
ohne hinzukommende Bedingungen erfüllt sein. Diese Bedingungen ergeben 
sich mit Benutzung der aus dem @Greenschen Satze für eine beliebige Function 


sy folgenden Gleichungen 


(9.) JE e dı = afF-d -/- =. a —, 
(6. frayaı = 3/t di fe do - de 


auf dem von Herrn Weingarten a. a. OÖ. angedeuteten Wege in folgender Form: 


\z- [2% (2 AR ze do - n- 1“ > | 3, + -167k) / 2 a — 1670 


a ‚do d Ö 2 
“ eh ms? —. y | An (#2 Tr 1)/ a F un -16nkX = 0 


und zwei analoge Gleichungen für die y- und z-Axe; diese Gleichungen, 








NV. 


J 





welche wir abkürzend 
2 V NY Ay 
(VI®. or +U, =0. eh +U,=0, 9 +U,—=0 


OT Oy 02 





schreiben wollen, sind also die Bedingungen, denen die Werthe von (2 und 
an der Oberfläche noch genügen müssen, wenn aus den Gleichungen (T.) — (V 
die ursprünglichen Gleichungen (A.), (B.), (C.) folgen sollen. 

Es ist wesentlich, zu bemerken, dass sämmtliche in den Gleichuneen 
(VI.) vorkommende Integrale J im Innern des Körpers der Gleichung 4J - 
genügen, und also, ebenso wie Q und X, Y, Z, als Potentiale äusserer Massen 
oder Flächenbelegungen für den innern Raum des Körpers betrachtet werden 


"do ofrg') ud. n | 
ze a -„ wo g eine beliebige Function bedeutet, ist 
Fi 





können. Nämlic 





nach ( 3.) Bouya an dei Oberfläche gig Function, welche sich innen 











auf — dr Ang, aussen auf — er dt reducirt, also sowohl innen als 
. do 0 | 
aussen der the al S sr — = (0 genügt; für = 42 ist innen 
do Or) Wi 
Pi SN == 4 dt —4n2 = —Anl,, 


Sr 
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wo 2, das Potential der elektrischen Flächenbelegung des Körpers bezeichnet, 


aussen 


o nn 


R” ol 


5 ra) A100, 


ri u : Zu \ u; . 


‘ or oR, j . 

Um auch Ka = -r 7%) do als Potential äusserer Massen darzustellen, 
bezeichnen wir mit dv das Element des zwischen dem Körper und einer ihn 
umschliessenden Kugel vom Radius e enthaltenen Raums, mit M die Summe 
der das Potential (2 erzeugenden Massen; dann ergiebt sich aus (6.) 

eo: | ör oR, Du 2 ed 

e.) /(® = —r—- )do= 2lim( Je do — A4rMe) (ime= x). 

oN ON r / 


Der rechts stehende Ausdruck ist aber offenbar für den innern Raum ein Potential 





äusserer Massen; nicht so im äussern Raum, wo sein 4 nicht gleich Null. 
sondern gleich —8n42, ist. Hiernach ist auch der ganze auf der linken Seite der 
Gleichung (VI.) stehende Ausdruck für alle Punkte des innern Raumes ein 
Potential äusserer Massen, woraus folgt, dass die Gleichungen (VI.) bloss an 
der Oberfläche erfüllt zu sein brauchen. Die physikalische Bedeutung jenes 
Ausdrucks ist die, dass er, wenn man unter r nicht wie in der Gleichung (VI. 
die Entfernung von einem innern, sondern von einem äussern Punkt p versteht, 
die mit — 167% multiplieirte 2- Componente der elektromotorischen Kraft be- 
zeichnet, welche die Strömungen und die freie Elektrieität des Körpers sammt 
den äussern elektrischen Massen und Strömen auf den Punkt p ausüben. 
Wegen JV/=0 folgt aus den Gleichungen (VI“., 


Su, OU, AU, 











hs - 0. 
OX r oy 0% | 
und diese Gleichung ergiebt sich unter Berücksichtigung von (11.), (IV.). (2. 
und von bekannten Eigenschaften des Potentials als identisch mit der folgenden 
6) eo 08 
(8.) 4; c08QA+ %008Sb+ %005c+— ——-) =(. 
\ J ot /ı ar Ar TE I ot ON y 


d. h. der eingeklammerte Ausdruck hat einen von der Zeit unabhängigen Werth. 
ist also beständig gieich Null, wenn er zu irgend einer Zeit verschwindet. Diese 
Bedingung wird aber im allgemeinen schon durch die sonstigen Annahmen er- 


füllt sein, so dass die Gleichung (III.) überflüssig und das ganze Problem in den 
(rleichungen \1.), (U.), (IV.), (V.), (VL) enthalten ist. Für den Fall der Kugel 
wird im Folgenden nachgewiesen werden, dass diese Gleichungen zur Bestim- 
mung der Unbekannten gerade ausreichen; hat man die Functionen x und £2 den 
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Differentialgleichungen (IV.) und (V.) gemäss bestimmt, so ergeben sich die in 
Yıs X, % enthaltenen willkürlichen Constanten durch die drei Gleichungen (VI 

mittelst der Constanten von 42, und indem man die letztern in die Gleichungen 
11.) einführt, erhält man ein System von Gleichungen zu ihrer Bestimmung 
Endlich ergeben sich «a, ®, w aus (l.). < und e aus den Gleichungen 


1 38 oR, ) 


1 
em — — A102. Eee ar gen 
nn An \oN oON / 


wo 42, sich in bekannter Weise durch den an der Oberfläche stattfindenden 
Werth von 2 bestimmt. 
Die Gleichung (Il.) lässt sich dadurch identisch erfüllen, dass man 


- op, op, ._09 op, 09, 0, 
BE : Pie 7 u Kun ‘ . X3 m He eu u. Eh 


0% oy ’ er Rn 0% oy ox 





setzt. WO %,. $,, %, irgend drei Integrale der Gleichung (1V.) bedeuten 


Zweiter Theil. Anwendung auf die Kugel. 


8. 3. Inductionsströme unter fortdauernder Einwirkung einer äussern 
elektromotorischen Kraft. 
Um die allgemeinen Gleichungen des vorigen Paragraphen auf die Be- 
wegung der Elektricität in einer Kugel vom Radius a anzuwenden, führen 
wir Polarcoordinaten in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel als Anfangspunkt 


ein. setzen also 


z—=0008%, y=osin®»cosy, 3= osin*siny 


und benutzen im Wesentlichen das Verfahren, welches Poisson in Cap. X] 
seiner Theorie math. de la chaleur anwendet, und zwar bei Untersuchung de: 
Wärmebewegung in einer ursprünglich in beliebiger Weise erwärmten Kugel, die 
sich in einem Raum befindet, in welchem an den einzelnen Punkten der Kusel- 
oberfläche beliebige und der Zeit nach veränderliche Temperaturen herschen 
Sämmtliche in unserm Problem vorkommende Grössen lassen sich nach Kugel- 
functionen entwickeln, d. h., wenn wir mit P” die Kugelfunction »t®" Grades des 
Winkels 9 bezeichnen und mit Herrn Heine (Handbuch d. Kugelfunctionen p. 183) 


dr pP" drP» 


sin” FF _———— cosmy — Ü" sin” 4 sinmw = SS” 
d(cos F)” . ven d(cos#)" y 
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setzen, in Doppelreihen von Gliedern der Form 
a0, +b7S,, 

wo a” und 5 blosse Functionen von o und £ sind. Als Functionen von t 
lassen sich das Potential der äussern elektrostatischen Kraft Q und die Com- 
ponenten der äussern Stromkräfte X, Y, Z bekanntlich in Reihen von der 
Form Set (welche auch in bestimmte Integrale übergehen können) ent- 
wickeln, woraus folgt, dass auch (2, %. %:, %; Sich in eben solche Reihen 
entwickeln lassen; dabei nehmen wir für Q und für X, Y, Z dieselbe Form 
an. um die zwei Fälle. wo nur elektrostatische und wo nur Stromkräfte vor- 
handen sind, zusammenzufassen; es ist dann nachher in den so erhaltenen Formeln 
entweder O0 oder X, Y, Z gleich Null zu seizen. Durch die Summenzeichen 
>, NS. © bezeichnen wir im Folgenden überall. wo nicht eine andere Bestim- 
mung ausdrücklich angegeben wird. Summationen respective nach » über alle 
oanzen Zahlen von O bis ©, nach m über alle ganzen Zahlen von O bis n 
und nach einer Grösse s. Wir setzen demnach 


. 4.,t %,t 
X — © € = Fi — Se zo”, N ‚a, S3- “ 0, C) ’ 


7,1 = n%W xt Er _ Ss’ m n\ 
Bau 3 zo Y.. = ©e = ( N(bn S.+P 3, 4); 
L) 
Ks nt 4,1 m rn n\ 
= _— Se zo 2. — Se zo”, a (CH, m Fi S,) y) 
- IE De } Kt \ n\ 
\ 0) — Se =z0"Q,, _— Se zo" \( On ton, Cr) ’ 
.. ee Ks S xt PR j” Ss” m (Yn 
| Zı = De 2% PrsKins = ug e 0 Pas S(/ ns m 7 A} 0) ’ 
. X! — .n e ee „Rs m: in m \ 
I/2 Fr — 0 Pas X?ns ang De >77 Pas ( ns t -B} on nn 
11.) 


A 7", Pas, = Se” ECHO — I"S»), 


\ 


E 
1Q- ur 4.9. = Se! Zo"rq,S (FRS3+ Pr.CH) 


Da O und X, Y, Z Potentiale äusserer Massen sind, so sind in (I.) die Grössen 
X,., Q,. von oe unabhängige Kugelfunctionen »te" Grades, und die Grössen 
a” etc. sind blosse Constanten, ebenso wie die A}, etc. in (I.); p,, und q,. 
sind noch zu bestimmende Functionen von o. Vermöge des obigen Werthes 
von x geht die Gleichung (IV.) des vorigen Paragraphen über in 


(ER Kt i d’ nl, \ n(n-+1) } Snhz, nl ]; umreiie 
oe ze p.)- (a te Pas [X = 0 


g 
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und wenn wir zur Abkürzung 





4 Srchu’x, r 
\ 3 ce; - ne, 
Pr ux, + 1 u \ 
setzen, so folgt 
‚ d’p,. 2n +2 dp,.. g: 
ei 
do 0 do a 


Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist nach Poisson eine Summe 
zweier particulären Integrale, von denen das eine für o = 0 unendlich wird; 
da aber die Functionen % im Mittelpunkt der Kugel endliche Werthe behalten 
müssen, so ist für p,, nur das andere partikuläre Integral zu nehmen, nämlich 
(3. p JTä-ry cos(g _ zi)dz. 
| "uoullan: | | ET 
Man kann dieses Integral auf doppelte Art. in eine unter allen Um- 
ständen convergirende unendliche und in eine endliche Reihe entwickeln: führ! 


man nämlich, wie üblich, die Fourier - Besselsche Function 





Ba 4 z" 3 2 | 
u Freut Fr) 
ein und setzt 
VE 
we 19,73 
so ıst 
J"ti(z) 





s 


4) 2 = Yan. I 


Ferner hat man nach Poisson 
@ % ) ) 
A Au) ""a) (a ”. 
(1) nt) Pas = \e ur F,+\e +e )@.. 
(5.){ 
(9) ( wo 


) Y 20 1) y ?o-+1 
RE 0 % OÖ 0 A N ’ 
”“ = ») ds, (9. y a (r, = — u (I;, (9. => u, = u“ (5)A (2n- 0 
i) () 


(wo (5) der 0o'® Binomialcoefficient der Potenz »). In F, und @, sind die 


” 
Summen I so weit fortzusetzen, bis sie wegen der darin enthaltenen Bi- 
nomialcoeflicienten von selbst abbrechen; sie sind also ganze Functionen nt“ 


Grades von eg. Für e=0 erhält man 


ga 2"+1 ]In 
Pa, = T3.. ri 
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Die Function p,, genügt nachstehenden Gleichungen, welche im Folgenden 
vielfach Anwendung finden: 


i dPn—1,s. 45 1 g: U 
ode 2m ri Pus; 


20° Patı, 
I er +(2n+ 1 Ps 2nP._ı. rn 0, 





+(2n+1)p., = ®np,-ı.,; 
(6.) 


und zwar gelten dieselben für alle Werthe von x, von n=0 an, wenn man 
für n=0 nur np,_ı, durch cos(g,-i) ersetzt. 


Setzen wir ferner 





Sııha’x: R 
(.) —-—— = 6, 
| ux, +%,+ 16rık 
so wird in Folge der Gleichung (V.) des vorigen Paragraphen (ns die näm- 


e ; . ) 
liche Function von u wie p,, von gg 


Es bleiben noch die Gleichungen (Tl.) und (VI.) des vorigen Paragraphen 
aufzustellen. Setzen wir 


2 (n—m) An-1,.+ (B,,+ ,) - (nm) (a —m—1) (Bi, — CH) 
Bu / Y\ 
— Hr, ‚A, b, u. 


R n+m+1) Ar, — (Bea, + rl) +n+m+1)(n+m+2)(Brit,- 
— K”,,.(A,B,0), 


w 
\ Dr + 1 
n + 


l,s 


und bezeichnen mit H7_,,(A,B,/') und K/\,,(A,B, /') dieselben Functionen 


von A, B, 7, wobei BD’ und 7” gleich Null zu setzen, €” und B" zu verdoppeln 
sind. so geht die Gleichung (Il.) des $.2 über in 























E 1 2(n+1) a’ } 
.- x n ) m j | E m "rn 
9.) N Ze PS en (2n — 1) A, A)H 2n +3 g? ge K1,(A) Sr 
| TE. ' TE PROBE TER 
+ L2n (2n — #7 H,_1,(A)+ In +3 gg K/: (A) Cat = A, 
welche sich in folgende zwei Relationen zwischen den Constanten auflöst 
nn 2(n+1) a’ ‚. _. a nn 
A.) 2n(2n —1) Hı,(A)+ Zn +3 g Kny,(A)=0 (m=1,2,...n) 
(A. 








1 “ 2(n+i) a’ .. _ Bu 
In m, H_1,(A)+ an 3 5 Ki, (A) = 0 (m = 0,1, 


welche von »=1 an bestehen müssen; ausserdem muss noch für n=(, wo 
zugleich m = 0, die zweite Gleichung gelten, welche dann übergeht in 


(A.) Ku(A) = 
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Ad b C . I) . T ”. ° * s 
rar machen wir ferner dieselben Veränderungen in dem ihm gleichen 
1 u 

Ausdruck (10.), so giebt die Gleichsetzung beider Ausdrücke 


1% (b+c)+u(c+ta)+v(a+b)"—4(Au+ ur +rvi)(be+ca+ab 
20.) | —= (bv— cu) +(ck—ar) + (au— bi) — 2 (bv— cu) (cA— an 
| — 2 (ch — av) (au— bi) — 2 |(au— bi) (bv— cu), 
und vermöge dieser Gleichung, deren erster Theil ganz die Form obigen 
Ausdrucks für AR (19.) hat, wird nun 


21. (RT = (Dv—D,.u) + (DA—Dov) + (Du—D,4)—2(D,»—D,u)\(D,A—Dı 
.) —R(D,A—D;v D,u—D A) —2(D,u —D ))\(D,v- D u). | 


nu 


4. Dieser Ausdruck für AR’ lässt sich wie der Ausdruck (10.) in vier 
Factoren zerlegen. Aber er lässt sich noch in anderer Weise umformen. Be- 
zeichnen wir der Kürze halber die drei Grössen D,v—D,u, DA—D;v. D,u—D 
aus welchen R’ zusammengesetzt ist, der Reihe nach mit P, Q, S, so besteht 
die Relation 

22.) AP+u0+vS = 0 
Multiplieiren wir nun Gleichung (21.) mit A+u-+rv und bemerken, dass ver- 
möge dieser Relation 
- PQu—PSv=PÜ, -POQA-0Su=(Qu, —-PSA—0Su = S’v 
ıst, so wird 
A+u+rv)R = 3P+ 10+ 18°—-2108S 
+ uP?+3uQ?+ uS’—QuSP 
+ vP°+ v0? + 318° —2vPQ 
oder schliesslich 
rt — 3AP’+4(Q—S)' 
+3uQ0°’+ u(S — P) 
| +3rS°+rv(P—O). 


9. Um nun aus diesen Formeln für AR’ die entsprechenden für AR zu 


(23.) 


erhalten, hat man die ursprünglichen Werthe von /!, m, r, a, b, ce wieder ein- 
zuführen. mithin 

nu m a, b, C 
zu ersetzen durch 


r) 
al, Pm, yn, a, —b, ne. 
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Hierdurch geht, wie aus (16.) und (6.) sich ergiebt, D,, D,, D, über in 
! 1 N 
— Ar, Ans Fr Zugieich hat man A’ zu erselzen durch «’5’y’R, weil 
[27 ; 


die quadratische Gleichung in %k in n°. 3 mit «/5y multiplieirt wurde. Hiermit 
erhält man, mit Berücksichligung der Werthe von 4, u, v, aus Gleichung (21.) 
\ eßfyR= 
(24.\(A„ßP-A,y) .+A,y-Ae). PH Aa-A,ß) y-Rr(A,P-Ay 
eye (Aya-A,P).Py-2(Aa- A.BNAB- A, y).ya” 


nf J 


nf 


A,y-Au).a 


oder auch, wenn // ein Product von vier Factoren bezeichnet, 





(25.) ey R = I(oyA„P-A,ytPyA,Y — Nat +yy A, — A „P) 





Ferner erhält man aus (23.) folgende Zerlegung von (Of?+P°’y’+y’a’) R in 
eine Summe von sechs Quadraten 
(aB’+P°’y’+ ya?) R 
\- = 3a (A„P—- A, Y) + [A Y- Are) —(Ara—A,ßB)y'] 
(26.) / | Ei 
+3PA,y- Aue) + [(Ara—A,P 7 —-(A„P -A,y) ef 


f 7 37° (Sı 0 — AP) + y KA„P-A, Y ) er’ —(A, r — A, } BT’; 


Die Grössen &,, A„, 5, sind durch die Gleichungen (6.) gegeben. Die drei 
letzten Quadrate müssen resp. durch «°, 9°, y’ theilbar sein. Die Grössen, 
deren Quadrate in dieser Formel auftreten, sind nämlich ausgeschrieben: 
A„P-A,y = lu?) (mP—ny)(P’+r)— (be) apy, 
(27) A,y—-Aıa = ma(y—-ar)— (ny—la)(y'+a)— (c—a)uapy, 
Sa —A,P = ny (a'— PR) — (la — mp) (a +") — (a—b)aßy 
und 
En, a 
— (A,y— Aa) P—(Ara— A„P)y’] 
(HR Y+ Ye) — (mP+ny). er c-a)"—(a—b)y']Py 
a8) | BEE (A„ß-A,y)@] 
= m (HR YHRYaR) — (ny+ la). Ply’+a?) — [(a— b)y’—(b—-c)a’]yo, 
RA 


= an AH Hr ar) -- (la+mP).y (+ PB?) — [(b—-c) @’— (c—a)?] aß. 
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6. Aus der Gleichung (26.) ersieht man unmittelbar, dass im Allge- 
meinen R=0O wird, mithin der Schnitt der Fläche durch die Ebene ein Kreis 
ist, wenn die zwei Bedingungsgleichungen erfüllt sind 

29) Aa=A,ß=A,y. 
Im Allgemeinen wird nämlich für einen Kreisschnitt keine der Grössen «, /, y 
Null sein, weil sonst eine Coordinatenaxe in einem Kreisschnitte lieren müsste. 
Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die Coefficienten der Gleichung der 
Fläche einer besondern Bedingung genügen. Ist z.B. ?7=0, also A,P2=0, 
so muss auch zugleich A,y=0 und A,«a=0 sein, welche zwei Gleichungen 
sich für #=0 auf die eine Bedingung 
(30) da—ny = 0 
reduciren. Aber damit in diesem Falle ?=0 werde, ist, wie Gleichung (26.) 


zeigt. noch erforderlich, dass 
1 | 
4 m 2 \ f u Ay \ 27 m 
z (Aıe—&uP)y — (A„P-A,y)«] = 0, 


welche sich für %=0 auf folgende 
(31.) (a—b)y’—(b—-c)a—2may = 0 


. . 5 . & / ’ 
reducirt. Die Elimination von — aus (30.) und (31.) giebt 


(32.)) (b-a)?-+(b—-ec)n’+2imn = 0 
als Bedingung, dass die Axe der y in einem Kreisschnitt der Fläche (1.) liege, 
und nach (30.) ist 
x PO 
I + n 


sodann die Gleichung der Ebene des Kreisschnilts, in welchem sie liegt. 

Wäre aber zugleich /=0 und n=0, also die Axe der y parallel einer 
Hauptaxe der Fläche, so ist die Gleichung (30.) identisch erfüllt, und die 
Gleichung (31.) in Verbindung mit %=0 bestimmt zwei durch die Axe der 
y gehende Kreisschnitte, deren Gleichung 

(a-b)® —(b—-c)2#’+2maez = 0 

ist. 

7. Kehren wir zu den allgemeinen Bedingungsgleichungen (29.) für 
Kreisschnitte zurück. Wie aus (27.) ersichtlich, ergiebt sich aus der Gleichung 
A„ß-A,y=0 





ai: _ _Wen)A Hr) _ 
3) = gen 
und dieser Werth von «, in die Gleichung A,y— &«@ = 0 substituirt, führt zu 


einer homogenen Gleichung in 3 und y vom neunten Grad. Nun sahen wir 
wi: 
{ 
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aber in n°. 6, dass die Gleichungen (29.) auch erfüllt werden durch die Systeme 
a=0, mß—-ny=0, 
(34.) 3 =0, la—ny=Q, 
vy=V), la—mP=0, 
welche Lösungen jedoch im Allgemeinen keine Kreisschnitte bestimmen, sondern 
nur, wenn resp. die erste, zweite, dritte der Bedingungsgleichungen 
| A = (a—-b)m’+(a—c) n’ + 2lmn =, 
(35.) A'’=(b-a)P+(b—e)n’ +Rlmn = 0, 
ar — (e-a) "+ (ce —b)m’ + 2lmn = 0 
Statt hat. 

Vermöge der ersten Lösung (35.) ist die Gleichung vom neunten Grad 
durch m/?—ny theilbar, was auch unmittelbar zu ersehen ist. Vermöge der 
zweiten Lösung ist der Coeffiecient der höchsten Potenz von y Null und ver- 
möge der dritten Lösung ist der Coeflicient der höchsten Potenz von 7 Null 
Hierdurch redueirt sich die Gleichung vom neunten Grad auf folgende Gleichung 
vom sechsten Grad 


) 


Ke-a)l+1c— b)m’+ Rlmn) +2 1[(c— a) (c—b)—— m’—n’) 


/ 
\- KKe—b) (-5T’+ 2m’— n’) + (c— a) (c— b)’— (c— a) + 6lmn) P'y’ 
36.) (+ Al! m’— n— (c—b)]Py 
| Kb — ec) (— 57+ an’— m’) +(b— a) (b— e)’—(b—- a) T+ 6lmn] 3°y* 
-2lfkb—a) (b— ec) —U—m’—n’) Py’+[(b— a) +(b— e)n’+2lmn)y' = 0 
Diese Gleichung vom sechsten Grad giebt auch die Lösungen (34.). 
wenn dieselben Kreisschnitte bestimmen. Denn ist die Bedingung A’ = 0 
(35.) erfüllt, so genügt 7 = 0 der Gleichung (36.); ist A’=0, so ist % = V 
eine Wurzel. und wenn die Bedingung A=0 erfüllt ist, so wird, wie man 
sich leicht überzeugt, die Gleichung befriedigt, wenn m? = ny gesetzt wird, 
und die Gleichung (33.) giebt den zugehörigen Werth «=V®. 
Uebrigens kommt die Auflösung dieser Gleichung auf die Auflösung 
der cubischen Gleichung zurück, von welcher die Bestimmung der Hauptaxen 
der Fläche (1.) abhängt, indem, wie aus andern Betrachtungen erhellt, die 


linke Seite der Gleichung in drei Factoren von der Form 
by‘ = ce” _ 21Ppy —h (9° + y°) 
zerfällt. wo A je eine Wurzel dieser cubischen Gleichung ist. 
München. Mai 1868. 





Zwar Theorie der Bewegung der EKlektricität ın 
nicht linearen Leitern. 
(Von Herrn H. Lorberg ın Ruhrort. ) 


$.1. Aufstellung der allgemeinen Gleichungen der Bewegune 


der Elektricıtät. 


Die von Herrn Kirchhoff im 102te" Bande von Pogg. Ann. aulvestellten 
allgemeinen Gleichungen für die Bewegung der Elektrieität in beliebiven. auch 
nicht linearen Leitern sind meines Wissens — mit Ausnahme einiger En! 
wickelungen bezüglich ihrer Verwandlung in Differentialgleichungen, welch: 
Herr Weingarten ") veröffentlicht hat — noch keiner einsehendern Behandlunso 
unterworfen worden: es dürfte daher vielleicht ein kurzer Auszue aus eineı 
über diesen Gegenstand angestellten Untersuchung nicht ganz ohne Interesse 
sein. Ich verallgemeinere die Kirchhoffschen Gleichungen in sofern etwas. 
als ich die Elektrieität nicht sich selbst überlassen. sondern unter Einwirkuno 
äusserer, mit der Zeit veränderlicher elektromotorischer Kräfte stehend an- 
nehme: und zwar will ich über diese Kräfte die allgemeinste Voraussetzuno 
machen, dass sie !heils von bewegten Massen statischer Elektrieität. theils von 
bewegten und ihre Intensität ändernden elektrischen Strömen oder Maenelen 
herrühren. 

Ist 0 das mit der Zeit veränderliche Potential der äusseren Mass 


x 


statischer Elektricität. so ist ua die e-Componente der von diesen Massen 


auf die Einheit des positiven elektrischen Fluidums im Punkt p = (x, y, 3) aus- 
. r N .p ‘ 9 Millimeter ;. . 
geübten Kraft. Es sei ferner z=439.10' — die Constante des Weberschen 


Secunde 


IR 


Grundgesetzes, r die Entfernung des Punktes p von einem Punkt p' = (a, y 
des Stromdrahles oder Magneten, © und o’ die Geschwindigkeiten, mit deneı 
der Strom und der Magnet bewegt wird, « und «' die Winkel der Richtungen 
dieser Geschwindigkeiten mit der z-Axe, di das Element der Stromfläche. 


dv das Element der Normale von di oder der Axe eines dem Elementarstrom 


*) „Ueber die Bewegung der Elektricität in Leitern.* Dieses Journal Bd. 63. 
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sleichwerthigen magnetischen Moleküls vom Moment M, J die in mechanischem 

„1 

7 .r u 
r ; 

— = Z2ud — = 2— 

© oVv r 


das Potential des ganzen in dem Magneten enthaltenen positiven und negativen 


Mass gemessene Intensität des Stroms, P= IM 





Magnetismus; dann sind die Componenten der ganzen von dem bewegten 
Magneten und von dem bewegten und seine Intensität ändernden Strom auf 
die mechanische Masseinheit des positiven Fluidums im Punkt p ausgeübten 
elektromotorischen Kraft, in mechanischem Mass gemessen, 











1 X — bi OL, en =) Y= -— 4 > IE =.) An = [ oL, u = 
en. x“ \0oy 03 7? x" \ 02 Or /? x’ \ox oy 7? 
wo 

A 
Ei} 7J IA cosv.r 

ER r x Ö: dAcosvr 

L, = vcosaJZdA — + v cosae' P-+ R; 
av 72 y2 4 ot r 


und analog Z/, und L,. 

Um über die Voraussetzungen, auf denen die Kirchhoffschen Glei- 
chungen beruhen, klar zu werden, ist es von einigem Interesse, die von der 
im Innern des Körpers befindlichen Elektricität auf die Einheit des positiven 
Fluidums im Punkt p ausgeübten Kräfte direct aus dem Weberschen Grund- 
vesetz herzuleiten, nach welchem die ganze von zwei elektrischen Massen 
u, « in der Entfernung r auf einander ausgeübte Kraft durch 


ll 
r? y: r? 


ausgedrückt wird. Diese Kräfte sind folgende. 

a) Die von der freien Elektricität herrührende Kraft; ist e' die Dichtig- 
keit dieser freien Elektrieität, d. h. des Ueberschusses der positiven über die 
negative Elektrieität, in einem Punkt p’ des Inneren, e’ die Dichtigkeit der 
Flächenbelegung, 42 das Potential dieser ganzen freien Elektricität, also 


‘eg’ 'e' 


(wo, wie überall im Folgenden, dr ein Volumelement, do ein Oberflächen- 
F 3 De oR 

element des Körpers bezeichnet), so ist die &-Componente dieser Kraft under 
b) Die von den im Innern vorhandenen elektrischen Strömen her- 


rührende Kraft nach der z-Axe ergiebt sich aus dem Weberschen Grundgesetz 
als eine Summe von zwei Kräften, von denen die erste E, (die elektromotorische 
Kraft) auf die positive und negative Elektrieität mit gleicher Stärke, aber 











no 
C 1> 
ww 


Ir ) 2 or | 
t r o_ 


( 











Lorberg, zur Theorie der Bewegung der Elektricität in nicht linearen Leitern. 


entgegengeselzter Richtung, die zweite D, (die elektrodynamische Kraft) au! 


beide Elektricitäts- Arten mit gleicher Stärke und Richtung wirkt und daher 
keinen andern Effect haben kann, als dass sie sich möglicherweise auf die 
Körpermoleküle überträgt und eine Bewegung derselben veranlasst. Unter 
der auch von Weber *) bei seiner Ableitung der Kirchhoffschen Gleichungen 
ausgesprochenen Voraussetzung, dass die Menge der freien Elektrieität im 
Verhältniss zu der ganzen strömenden Elektrieität beständig so klein bleibt. 
dass man die von der ersiern ausgeübte Kraft gegen die von der letztern 
ausgeübte vernachlässigen darf; und unter der fernern Voraussetzung. dass 
die Dichtigkeit d der positiven sowie der negativen sirömenden Elektrieität 
von der Zeit unabhängig sei, dass man also, wenn © die Geschwindigkeit der 

; Zn ; BE == ; ) © o(Ör ou 
positiven Elektricität, # die Stromdichtigkeit bezeichnet, d = --7 
setzen könne, wobei ebenfalls nur Grössen von der Ordnung n vernachlässigt 

4 oU 


werden, ergiebt sich E,=- Er 





.„ wo U den von Kirchhoff ebenso be- 
zeichneten Werth hat. 

Zu diesen von der Elektriecität selbst ausgeübten Kräften kommt noch 
die von den ponderabeln Theilchen auf die Elektrieität ausgeübte Kraft, welche 
man als Widerstand zu bezeichnen pflegt. Ist « die Stromdichtigkeit nach der 
z-Axe, k die Leitungsfähigkeit, so ist unter der von Weber a. a. 0. (pag. 595) 
U 
2k 


Hiernach ist die ganze von Aussen und Innen auf die mechanische 


ausgesprochenen Voraussetzung die e-Componente dieser Kraft = — 


Masseinheit positiver Elektricität im Punkt p ausgeübte Kraft nach der z-Axe, 
wenn wir noch die von den äussern Strömen und Magneten ausgeübte elektro- 
dynamische Kraft mit 4, bezeichnen, 


/ 4 CU 
ee ee DE -0)—-— — — + X E 
K in 2k or ku 0 x ot ] X D, | P. fü . 


Nach den Grundbegriffen der Mechanik muss nun diese Kraft gleich sein der 
im Punkt p stattfindenden Beschleunigung 5b der positiven Elektricität nach der 
z-Axe, multiplieirt mit der Masse m der mechanischen Masseinheit positiver 
Elektrieität, das Wort „Masse“ in dem gewöhnlichen Sinne der Mechanik ge- 
nommen als das Verhältniss der wirkenden Kraft zur ertheilten Beschleunigung. 


*) „Elektrodynamische Massbestimmungen, insbesondere über elektrische Schwin- 
gungen.“ Fünfte Abhandlung, Leipzig 1864. 
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Betrachten wir die Geschwindigkeits- Componenten &, n, & der Elektricität im 


Punkt p» als Functionen der Coordinaten und der = so . b, die Be- 


“ . . . . .. . oE 
schleunigung eines bestimmten Elektricitätstheilchens, — 4 —+n—+ FE 


or = 1a > 0% 
Die obige Kraft ist also, wenn wir mit «a, vo, w die ea der Strom- 





a ; oE m .0E 
dichtiekeit bezeichnen und statt mn =7 d = wie oben in 5b) näherungs- 
P O 
| m ou ou „de OE u 
weise — — setzen, K = = —+m S—+n—4 et, Setzen wir zur Ab- 
0 ot ot Or Zu 
KÜrZUung 
2km Ak 
= = U, —— h, 
Ö ns 2 





. eh 2k(D, +4, )+ u + 2k— ( 2+0) 


( T 


ST 
ot 





+2h—- —RKkX = 0 

und zwei analoge für die y- und 3-Axe. Die Gleichungen für die Bewegung 
der negativen Elektrieität ergeben sich hieraus, wenn wir die Zeichen von 
u, 5,n, &, (2, Q und (nach dem Begriff der elektromotorischen Kraft) auch von 
U und X umkehren, dagegen D, und 7, ungeändert lassen. Die Subtraction 
der so entstehenden Gleichung von der vorigen liefert die erste der folgenden 
Gleichungen 


nr u+2k(2+0)-+2h%—2hX = - 0, 


: ö Ru EN 
“ar o+2k,(2+0)+2h 7 —2KY = 0, 











u + +24 (2+0) + — 242 = 0, 
A.) a RL gih 
U = fe-.) "DU drslunäken he? _Idı 
. ox oy' oz' 
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\ 


Die Gleichungen (VI. 


des $.2 gehen, indem wir, wie immer im Fol- 
senden, den Werth einer Function y an der Oberfläche, d.h. für o = a, mit 
g“ bezeichnen und die Öoelfieienten von sinmıy und cosmy einzeln gleich Null 
setzen. über in 


2n 
——— (uz,+1)p!_,.,A” 
\ 2n- + | ‚+ IPn- I. n. 
B.) er Fr Ann +I)(n+m+I1) ı pn 
.F q L WERE ala un 2n-+3 r w. 


| 2n 2 BE 
— 16nkin+m+1) fi. ,.+ 16nkal, 


n 


und zwei ganz ähnliche Gleichungen für BY, und C,, in denen nur 


— (n—m) durch (+ FF. +(n—m)(n—m—1) Fit J, 


10.) ((a+m+1)Fr,,, durch 4(+ FT, +(n+m+1)(na+m-+?2) Fr}! 


n+1l,s 


\(n+m+1) fi, durch 4(+ 7, +(a+m+1)(n+m +2) fr) 


l 


Es 8 


zu ersetzen ist. wobei das untere Zeichen für B”., das obere für 0” eilt 
Ganz ebenso werden die Constanten A, B, /' durch die Constanten $, y, «, 
3, y ausgedrückt. In B,, und /,, ist dabei &’ und g" zu verdoppeln. Diese 
Gleichungen gelten von a=0, m=0 an, wobei aber nach (6.) statt »p/;_, 
und »g;_,.. für n=0, cos(g,i) und cos(c,i) zu setzen ist. 

Diese Werthe sind nun in die Gleichungen A.) einzusetzen. Es er- 
giebt sich 











2(n—1), 
\ 2n—1 (uz ‚+1)pi Pn—? en 1) 
(11.) j 
M Snha’z? (1) Jena FF. — 16nKk2n (2n — 1) f,+16n7kH}_,, (a,b, ec) 


2n +1 c} 


IX ’Y IZ 
und mit Berücksichtigung der Gleichung +4 = 


— = 0, welche mit 
oy 023 





9. IK; (a, b, ce) = 0 (s=1,2.:, m 1,2,...0 
PR 'Kr..,(0,ß,y) = 0 9 2,.: 5,0 = 4,...®) 


identisch ist, 


/ 2 1 ; Bee 1) a2 Da 
(13.) Bu (u2,+N)pi,K7,,(A) = Bahr, er en. 


Durch Einsetzung der Werthe (11.) und (13.) in (A.) erhält man 











BF er — +(n+1) Ins ı Pa=ı, s )F: 
(0) ‚ E an 
n—1)lan +1) m, Ami 
2(n—1) “sr An(n—1) 1,(@, b, €) 


Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 1. I) 
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für a=1,.2.... x; eine vollkommen identische Gleichung bestimmt &} 


ns 


mittelst der Coefficienten y und «, ?%, y. Dazu kommt noch für »=0 die 


>» 4 
f 


Gleichung (A’.). welche nach 13, übergeht in &), = 0, ausser wenn 2, =0 


/ 


ist, in welchem Falle &\, unbestimmt bleibt; es ergiebt sich aber leicht. wenn 


y 


man 2= 342, setzt, (2, = — wo E die ganze Summe der freien Elektricität 
im Innern und an der Oberfläche. d. h. die Menge der etwa anfänglich der 
Kugel mitgetheilten Elektricität bezeichnet. Setzen wir noch zur Abkürzung 








| 1 1 
14.) _— —[{ Jo 
{ n-— 1 n N—- 7. * 3 
ie, ce? Pas Ia—2, + ü> — (ns Pn-—2, 
wobei J,.=0 zu nehmen und in J,, statt (a—1)pi_,, und (a—1)g/_., resp. 


cos(g,t) und cos(c,i) zu setzen ist, so erhalten wir schliesslich aus (C.| 








E 
= + &g' Se g,.2,. 
4a? Ann +1) pl 
) Be | u es \ , 
I.) \ 4? SE, — 2 x? Q, 
2 1 = Yn 
| + a Ps OH”, ,(a, b,c)S2+H",.(a, ß,y) Cr) 


und durch Einsetzung des Werthes von F” aus (C.) in (B. 


ns 


(uz,+1)A7, 














£ Ä (2m Sy 3) (n we m) a m 
BE Sk - Ana” In-1.J-1, ha=1,. 
/ we / N \ ( 4 S d. S m 
IV) +(n+2) 2a +1)n+m-+1) / gr A fe] 
| ca | 2 (2m + 1) m n— m a a m \ 
“u , N G An (n 55. 1) a? I-1,Pr-1,, Ja. H};, (a) 





a a 
/ An—ı sPn+1,,J/n +1,s m 
Hat +1) len u]. 


C, 


B” und ©”, erhält man hieraus. indem man für — (a— m) f}_,, und — (»— m)HY, 


ns n—?2, s 


die Substitutionen macht, welche in (10.) für — (»—m)F;/ ,, angegeben sind, 
für (n+m+1) fi, ,, und (a+m-+1) H/, diejenigen, welche dort für (a+m+1)f}\.. 


2 


angegeben sind. Ganz ebenso bestimmen sich A},, BA, /7% durch die Coef- 
ficienten g, @, P, y; in B,, und C,, ist dabei f" und H(a) gleich Null zu setzen, 
in B,, und 7',, ist g’ und H’(«) zu verdoppeln. Die Gleichungen für A, B, T 
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gelten von »n=1. m=1 an, die für C, A, B von z=0, m 0 an, so dass 
(2 und 4, %. /; durch die Gleichungen (I11.) und (IV.) vollständig bestimmt 
sind. Diese Gleichungen gelten auch für s = 0. wenn für diesen Werth 2. — 0 
ist; man hat dabei nur zu beachten, dass dann 


x y Er 2"+!]7, 


0 





der s=0 entsprechende, d.h. von der Zeit Pie Theil von 2 wird 


hiernach 





E L n Rh 
x SH” ,.(a) S" 


Bi; () a Pf B5 m / \ Yn” 
N Tau nd) d 4 0 "(ut In (2n — 1\ | -H 104 ( | 


m 1 n—1,0\*, ’n . 


wo Ou+&2"0. der von der Zeit unabhängige Theil von O ist: sind also 
keine äussern Stromkräfte vorhanden... und ist das Potential 0 von der Zeit 
unabhängig, so drückt die vorstehende Gleichung die bekannte Gleichgewichts- 
bedingung der auf der Kugel vorhandenen Elektrieität aus, dass nämlich ihr 
Potential plus dem äussern Potential in allen Punkten der Kugel denselben Werth 
haben muss. 

Die Ausdrücke (III.) und (IV.) bestehen aus je zwei Theilen, von denen 
der erste bloss von den äussern elektrostatischen,. der zweite bloss von den 
äussern Stromkräften abhängt; bezeichnen wir diese zwei Theile von 2, mit 
2. und (2,,, setzen im zweiten A, statt z,, und nehmen beide Arten von 
Kräften gleichzeitig vorhanden, aber als verschiedene Functionen der Zeit an, 
nämlich 

= Se"! EgQ,, Ä= Se+!z E0’ A... 


so wird der allgemeinste Ausdruck von 2 
N= Set! =0"g.,44,,+ Set zog, 
und analog %ı, X» %- 
. ( 1 d’S2 
Nachdem so (2 und /,, %, %, mithin auch x = (ar +1), © v, 


bestimmt sind, ergiebt sich ferner 


1:0 
Im Se Ze gu 


N E 1 
(16.) e— Ina’ + Ina 





15.) s=-— 





xt x u 
Se” Ina’ g,_1,..2n.. 


Die Stromdichtigkeit nach dem Radius ist 





1 d st zn n— se A de ns 
(17.) R=,-&e zo [2ng,_,,+(R-+1) ned 12,., 


nd 


g # 
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an der Oberfläche ist hiernach. wegen (16.), RA" = 1, wie es nach der 
Gleichung (C.) des $.1 sein muss. 

Die ganze durch eine der gegebenen concenlrische Kugellläche vom 
Radius o in der Zeiteinheit strömende positive Elektrieitätsmenge ist, wenn wir 


AR = ER, setzen, 
4H=g2 J ' / R,sinsdydy = 0, 


d.h. durch jede der gegebenen concentrische Kugellläche strömt in jedem Augen- 
blick so viel positive (mithin auch negative) Elektrieität aus wie ein, es bleibt 
also die ganze in einer concentrischen Kugel enthaltene positive Elektrieitäts- 
menge beständig dieselbe und gleich der der negaliven Elektrieilät. Es kann 
also auch auf der Oberfläche einer Kugel durch äussere Induclionskräfte die 
Klektrieitätsmenge einer Art nie vermehrt oder vermindert werden, gerade als 
ob die Elektricität sich bloss auf der Oberfläche bewegte; mithin wird dadurch 
auch während der Bewegung ebensowenig wie im Gleichgewichtszustande ein 
Ueberschuss der einen Elektricitätsart über die andere aufgehäuft. 

Aus (111.) folgt, dass wenn keine freie Elektrieität vorhanden sein, also 


(20 sein soll. Q=0 und ausserdem 
| me... Di. net...) 


| ur (e’=0, (= 1,...,8=l,...") 


n—1,s 8 


18. 


sein muss. Diese zwei Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen (12.) 
sind aber die nolhwendigen und genügenden Bedingungen dafür, dass die Resul- 
tirende der äussern Stromkräfte beständig auf dem Radius senkrecht steht, was 
dann natürlich auch für die Strömung staltlindet; es wird dann nachı IV.) 


2n-+1 1 " an +1 1 
19.) Ar = 8m —, Ku. en 


N u, “ ng 5 l j ( 
n (ur, + 1)pi_ı. n (uz,+1)pi_,. 











nn» 


und analog D, C, B, /. Sind also keine äussern elektrostatischen Kräfte vor- 
handen, und ist die Resultirende der äussern Stromkräfte in jedem Punkt auf 


dem Radius senkrecht, so verlaufen die — in diesem Falle natürlich ge- 
schlossenen —- Stromeurven, d. h. die Linien, welche in jedem Punkt die 


Richtung der Strömung angeben, auf mit der gegebenen Kugel concentrischen 
Kugelllächen, und die Stromdichtigkeit ändert sich nur von einer solchen Strom- 
curve zur andern. Jn jedem andern Falle sind die Stromcurven nicht ge- 
schlossen, sondern endigen an der Oberfläche. Aus den Gleichungen (12.) 
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und (18.) folgt 














1 _ı  (n—m)(n—m—1) 
'h" u SET a" Bo: at 
” 2 m—1 2 2 m 1 ns 9 
1 ( e ER (»=0,1,..0,m=0,2,3,. ‚N 
‘ \ Beni m—l__ n—-m)in —m mt 
(20.) Cas ee Zm—i1)on — 2(m-+ 1) A,; 
u 2 i 
bu, +, = — 2. Need, ei, 


m 
ns 


und ebenso wie 5}, und c/, durch die zwei ersten Gleichungen. bestimmen 


sich 5%, und y7, mittelst der Coefficienten « für alle Werthe von » und 


ns 


auch für m = 1; ausserdem ist «=. 


$. 4. Strömung unter Einwirkung auf dem Radius senkrechter äusserer 
Stromkräfte. 

Wir wollen jetzt zunächst den zu Ende des vorigen Paragraphen be 
trachteten Fall näher untersuchen, wo keine äussern elektrostatischen. sondern 
bloss Stromkräfte vorbanden sind, deren Resultirende beständig und in jedem 
Punkt der Oberfläche parallel ist, wo also keine freie Elektrieität auftritt; die 
eine Componente Ä dieser Kraft bleibt dann willkürlich, während die zwei 
andern Y und Z durch’ die Gleichungen (20.) bestimmt sind. Setzen wir 


(21.) up 7 Ep'Se” x 


und analog Y und Z, so wird nach (19.) 


n“ 


22.) = os — Zora, = - 2hE a Fe .: -—X 

und entsprechend © und w. Um diesen Ausdruck weiter zu entwickeln, wollen 
wir uz, gegen 1 vernachlässigen, was im vorliegenden Falle, wo der An- 
fangszustand nicht in Betracht kommt, unbedenklich ist. da die der „Masse“ 
der Elektrieität proportionale Grösse «w jedenfalls sehr klein sein muss und 
wegen der CGonvergenz der Entwickelung von, X in (21.) nur endliche Werthe 
von x, zu berücksichtigen sind. Setzen wir zur Abkürzung 

95) 1.3...2n +1) % 

am II2o.(20 +1)(20 + 3)...(20+2n +1) 
führen neue numerische Constanten e durch die Gleichung 








| 4 0=%» 
(24.) 0o=x — 1 +2 En T 
I+ N6,_,.2° hun 


o—l 
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ein. entwickeln p,, nach Potenzen von g. nach (4.), und beachten, dass 
t o'X, 
Ä 


Se 
.,‚._c ns ot: 





ist. so wird 


l 


o=1T 


D n= Lem uXH2nB Sa & (Nonne 





no " n,T—0O 


19} —() 


und analog © und w. Die Stromdichtigkeit # erscheint hier durch eine nach 


, 4 .. ' . e 
Potenzen von 8nha' = m Sra‘ fortschreitende Reihe ausgedrückt, welche um 





so rascher convergiren wird, je kleiner Aa’ ist. Um ein Urtheil über den 
Werth dieser Constante zu gewinnen, wollen wir einen von Herrn Weber *) 
angegebenen und auch von Herrn Kirchhoff benutzten Werth des Leitungs- 
vermögens k zu Grunde legen. Herr Weber fand den Widerstand des Jacobi- 
schen Widerstands - Etalons, eines Kupferdrahtes von 7620"" Länge und 4"" 








Radius. in elekiromagnetischem Mass gleich 598.10 n en, folelich in 
DEC uüec P 
N B . 7 7620 
mechanischem Mass o@ = — :598-10°’ = ———, woraus 
x 1.4.K 
Ak 9.7620.10-7 IR 
h=Z= — 18.10. 


% 2.598. 
Es würde also Srha’=1 sein für eine Kugel aus diesem Stoff von 148"" 
Radius; ist der Radius beträchtlich kleiner, so können wir uns, zumal wegen 
der rasch abnehmenden Zahlencoefficienten,. auf die ersten Potenzen von 8nha’ 
beschränken. und erhalten so als erste Näherungswerthe 


ua = 2kX 
L x o’ 3 a? n OX, 
X + 2A, 


\ 


u 





Der erste Näherungswerth «= 2AX ist derjenige, welcher sich aus Gleichung 
(A.) in $. 1 ergiebt, wenn man die elektromotorische Kraft -55 der 
innern Ströme. welche selbst von der Ordnung hX ist, gegen die äussere 
Kraft X vernachlässigt; man sieht aber, dass diese Vernachlässigung für eine 
einigermassen grosse Kugel zu ganz falschen Resultaten führen würde. Die 
Stromdichtigkeit v=2AX ist hiernach diejenige, welche direct durch die äussere 
elektromotorische Kraft, ohne Mitwirkung der innern Ströme, indueirt wird, 
serade als ob jede einzelne Strombahn ein isolirter Draht wäre; wir wollen 


sie die „Stromdichtigkeit erster Ordnung“ nennen. Der zweite Theil, die 


*) Elektrodynamische Massbestimmungen. 2te Abhandlung, pag. 252. 
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„Stromdichtigkeit zweiter Ordnung“, hängt von den nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten der äussern Kraft ab. 


Es mögen z. B. die äussern Ströme und Magnete rings um eine Axe. 
welche wir als @-Axe annehmen, symmetrisch angeordnet sein, (die Ströme 
z.B. Kreise, deren Ebenen auf dieser Axe senkrecht stehen und deren Mittel- 
punkte in ihr liegen), und mögen in Richtung dieser Axe bewegt werden; 
die äussere elektromotorische Kraft steht dann in jedem Punkt senkrecht aut 
dem Meridian dieses Punktes, und die Strömung geschieht in Parallelkreisen 
Wir haben für diesen Fall 


X=-0, Y=-Esiniy Z=Ecosy 
zu seizen, wo, wenn wir cos$ mit $ bezeichnen, 


| . er R NPEAAU ; . 
24.) E = sn$®20"E, —— 

1 de 
die nach der Tangente des Parallelkreises gerichtete Resultirende der äussern 
Kräfte ist, und wo E, eine blosse Function der Zeit bedeutet; bezeichnen 
wir mit 4 die resultirende Stromdichtigkeit nach der Tangente des Parallel- 


kreises, so ist nach (1.) 





Fe 

| = sin’ &g hi Ey 
(25.) T=» I o=T d' E dP" 
—— En“ - g 7 ?\7 > > % ’n 
2kE + 2ksin 2 (Snha‘ z(> JR SER 3 )e' Frau: 


0o—VU) 


Es möge z.B. die äussere elektromotorische Kraft von einem auf der 
Axe senkrechten Kreisstrom von der Intensität J und dem Radius 5 herrühren. 
dessen Mittelpunkt sich mit der Geschwindigkeit o auf der Axe bewegt; e sei 
die veränderliche Entfernung seines Mittelpunkts vom Mittelpunkt der Kugel 
Ist dann go’ die Entfernung eines Punktes des Kreises vom Kugelmittelpunkt. 


ad 


c Tun ’ 
und setzt man — = cosW' =, u” — sin$, so findet man aus Gleichung (1. 
in $.1 leicht 


4 J 2nb’ ap+!(E) 
Zu ® n+Neo"P de’ 





Indem man hierin o’ und &’ nach Potenzen von ec entwickelt, und ec als perio- 
dische Function der Zeit annimmt, etwa 


art d aı ,„ Int 
e=@(1+ycos—-), also ı=—- = 07 —-5in —. 
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erhält man schliesslich für E einen Ausdruck von der Form 























Er re 
x oe ı de 
wodurch der obige zweite Näherungswerth wird 
— RhJsin ISsin Fa 4,0 dr 
anr — 
| in$&scos- Eu „G- ae )e' 

, Ö ‚ ; ’ 

Zur Zeit £=0 oder I=m—, wo E=0 ist, ist dieser Werth von der 


Ordnung 4. 

Ist das Verhältniss 27 der Schwingungsamplitude 2yc, des oscillirenden 
Inductors zu seiner mittlern Entfernung c, vom Kugelmittelpunkt so klein, 
dass man nur die erste Potenz von 7 zu berücksichtigen braucht und folglich 
die elektromotorische Kraft einfach der Geschwindigkeit o des Inducenten pro- 
portional setzen kann, so en indem man mit C, eine Constante bezeichnet. 


Ant dP" 
E = Fr F- ee sin — sind =ZC,0" IE 


also. wenn man mit «, eine neue Constante bezeichnet. 


(26.) E,= a,sin = 


Unter dieser einfachsten Annahme für E, als Function der Zeit wird nach 
(25.), wenn man 





32’ a’h i 
(27.) F =e & 
setzt, 
A, ‚ nt c* . Int‘ r 27 97 Nr Pe 
a in sin S(- 1) rm Se Ei r2-(2) 
, TV 
0—l) 
28.) | e nut’ r(@ A j o\% 
(28. tz Bi a —) Do dokn arr1-0(2) 
. 0=l) 
c* . 2nt, c 2rıt 
= (1 - —p,)sin T-+Z vr 008 -5- 


n 


’ dP" : d 
oder, wenn man A= z(1- TP.) a„o" IE B= 5:9.0,0' Si setzt. 
& s 


—= 2ksin#YyA?-+ B?sin er +Arctg 2), 
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welche Gleichung die Abhängigkeit der Amplitude 2%#sin 9 yA’- 


B 
Phase Arcte — 


+B° und der 
7 der elektrischen Schwingung von o und 


RO 
Für kleine Werthe von e converegirt 


schreitende Reihe (28.) 


stark: ist e so klein. 


die nach Potenzen von «* fort- 


wegen der rasch abnehmenden Zahlencoefficienten sehı 
dass wir die Glieder 


mit höheren Potenzen als die vierte 
gegen 1 vernachlässigen können, so dürfen wir an der Oberfläche setzen 














= / we Ant e 2rıt 
a Dee ee 
| ke, \ 2 (2n+1)’ (2n- h) )(2n+5) Ö 2 (2n+1)(2n--3 |. 
a Int cc’ Int ), 1306 Int 
30.) (1 Syaindet_E oszut 
u Ihe 630 sin z— uf y! in( 


c" \ 
ur 9 — arcig —— ): 
30 Ö 6300 Ö | 30) 
bei dem oben angegebenen Werth 


mit c* sind schon verschwindend klein gegen 1. und wir 
können mit grosser Annäherung setzen 


So Ist 2. B. ce’ — [0 für az = 100", N us 57" 
von h, die Glieder 


A) . Int Rs er Irıt 
he: WERE ee 
a, 5 0l2n FL 1)(2n +3) 








Für Werthe von e dagegen, welche beträchtlich grösser als 1 sind 
die Reihe (28.), obwohl immer convergent, 


rechnung nicht brauchbar. 
E, gemachten Annahme aus 


doch zur näherungsweisen Be- 
Für diesen Fall erhalten wir bei der in (26.) für 
(22.), indem wir 











ip“. r 
er = Ü,+iD, 
2np)_,, 
setzen, 
“ > r \ Y nz 
(31.) hu 2k (2n-+ 1) a,(C,c0s— 
Nun ist nach (9.) 
' pn; 1— e-—A+H))F, + (tet HN), 
(32.) = C,+iD, u 2 Bin — cl N ) — (14 ic Y bo) 
2np‘_,, ne A— em) F,ı+ (I+e H))@,—N 


woraus sich durch Trennung des Reellen und Imaginären €, und D, berechne 
lassen. Z. B. für a=1 erhält man hieraus 





A: 3 e—et—2since ,„ nt 3(e—e“ 2sinc Int 
(33.) 3 = ara | sın 3: — —) cos = 
2ke, ce e“ter— 2cosc Ö ce Nee ter—2cose c ( 


Ist c so gross, dass man e”“ gegen 1 vernachlässigen darf, so kann man nach 
(32.) setzen 











Bu = 20. 20 


2 


nc Pit + fi 





Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 1. 10 








74 Lorberg, zur Theorie der Bewegung der Elektricität in nicht linearen Leitern. 


Für » = 1 erhält man unter dieser Annahme 





GE - v Bug u bee Dh tat 
2ka, “ hu Ö C e ER d 


(34.) 





= - Y\2 (1 —_ ee) +3 sin Fr _ aretg(1 —_ -)] 


Z.B. für « = 100"", d = „1,” wird e=12, e” <<10”, was gegen 1 ver- 


nachlässigt werden darf; für diese Werthe ist also 











Aa vr art Or 2rıt en 2rı (i Ö 
=43 — — 9% 608 —— = 4 sin <—-(t—-- 
2he, s ) .. Ö 2 Ö ) 
Von der dem Werth »= 1 entsprechenden partiellen Stromdichtigkeit 


ist nach der oben eingeführten Bezeichnungsweise 2ka, sin .asind die 
partielle Stromdichtigkeit erster Ordnung; ihr Maximum ist 2ka,.asin9 und 
findet zur Zeit = 4 Statt. Zur Zeit t= I verschwindet die Stromdichtigkeit 
erster Ordnung. und das Verhältniss der übrig bleibenden partiellen Strom- 
dichtigkeit zweiter Ordnung zu jenem Maximum ist in den zwei oben be- 


vn a’ 
trachteten Fällen eines kleinen und eines grossen Werthes von e oder — 
( 


nach 30.) und (34.) 

RE A c° 3 2 

3. m — und = —(1 -- —), 
in den zwei obigen Beispielen gleich 355 und gleich „,. Das zweite Beispiel 
zeigt recht deutlich, wie bedeutend der indueirende Einfluss der inneren Ströme 
sein kann; in dem Moment, wo die äussere elektron:otorische Kraft gleich Null 
ist. bleibt fast ein Viertel des Maximums der Stromdichtigkeit erster Ordnung be- 
stehen: die Phase der elektrischen Schwingung wird um ein Neuntel der Oscil- 
lationsdauer des Inductors verzögert, und ihre Amplitude ist ein Drittel von 
derjenigen der Stromdichtigkeit erster Ordnung. Aus (35.) lässt sich schliessen, 
dass zur Zeit = £ das Verhältniss der übrig bleibenden Stromdichtigkeit 
zweiter Ordnung zu dem Maximum der Stromdichtigkeit erster Ordnung für 


„2 


n ö e d ” a 
einen bestimmten Werth von e oder y ein Maximum haben muss. welches 


sich aus (33.) würde berechnen lassen. 


8.5. Strömung ohne Einwirkung einer äussern elektromotorischen Kratt. 


Für den Fall, ww X=Y=Z=0=0 ist, müssen, wie der Verlauf 
der Rechnung ergiebt, die Exponenten <, von rn abhängig sein; wir wollen 
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daher x,, stall x, setzen. und entsprechend die durch die Gleichungen (1.) und 
(7., bestimmten Constanten mit g,, und e,, bezeichnen: unter p,, verstehen wir 
die durch die Gleichung (3.) bestimmte Function. in welcher z,, statt x. oe- 
selzt wird; soll ein andrer Exponent, z. B. z,_,.. statt z, gesetzt werden. so 


bezeichnen wir dies durch p,.(2,_,). Wir setzen 


v si Ins ! \ m m ın 
| (2 ar P: 0 N) e I N N F” 3” dp" 5 ( ın ) hy 
0) 


Y. : 
\ a un. = = Anl, ‚s gr Hr; Am Sn I Am Yn 
8) Zr: = ra we Pas \An—ı) (AZ, z +A”r 0: 
\ © — % w q (‘ n Yn . " v 
+ 2 0" Ns) e Een Ps \ En +1 n A = S n T A ns ( 
0 r / 


und ganz analog %, und z,. worin nur statt AY,S,+ A7,C} resp. BY S.,+4-B”. 0 
und CC; — 18, zu setzen ist, und entsprechend statt A, S}-+ A,"C}. Dann 
geh! die Gleichung (II.) des $.2 in folgende, der Gleichung (A.) des $.3 


entsprechende Gleichungen über: 





1 In za 2(a-t1) ,._ 
A. Be et (A = 0 
2n(2n—1) «a HZ, "TE ann 
(a. ) Hr, (A)=®6, b.) Kr, (A)=0O 


von a=1. m=1 an, und ganz dieselben Gleichungen gelten für die Coef- 
firienten A. A’ ete. von n=0. m=0 an. An Stelle der Gleichung (B.) des 
$.9 tritt 


n — m 





\(u2.-1,.+1)Ppa-1,,(2-1) An — 2n(2n- N) Srıhz,-ı In. l,s 2, -1 Ti I.s9 
1.) / 
| ET 2 (n+1)(n+m-+1) Saha'zarıs a, r 
[(u2,,1,+1)P%_1,.(%41) Au ERBE E — PO In—ı,\%u- m, 


m 


und B7., B/” sowie C/;, C,7 erhält man hieraus, indem man für —(r—m)F“ ,. 
und (a +m-+1)F7,,, die in (10.) angegebenen Substitutionen macht. Ganz 
ebenso werden die Coefficienten A durch die Coeflicienten ? ausgedrückt. In 
B’ und B”, /" und /"” ist $’ zu verdoppeln. Für n=0 ist die Bemerkung 
zu Gleichung (6.) zu beachten; daher verschwinden die Coefflicienten C, A. B 
für a=0. was schon in (l.) durch die Grenzen der Summation nach » an- 
gedeutet ist. 

Indem man die Werthe (Il.) in die Gleichungen (A.), (a.), (b.) ein- 
setzt. werden die zwei letztern identisch erfüllt, und (A.) geht in die der 


Gleichung (C.) des $. 3 entsprechenden Gleichungen über, nämlich, mit An- 
10 * 
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wendung der Bezeichnung (14.), 





Ks F" wu 0 Ku, 
Far ee u Jans 


Sollen also nicht sämmtliche Coefficienten F, & verschwinden, so müssen. 
Ks .. . . .. . « . .. 
da 7 für z,,= 0 von Null verschieden ist, für die Exponenten ,, die sämmt- 


lichen Wurzeln der Gleichung 


&2.=0 (n=1,2,...x). 





d 


q, Es 
IL.) —=0, d.h. A m 


u R 3 () (N we 0 
Jus Pi: n-1 ns P._2, 








genommen werden; dieselben sind sämmtlich von Null verschieden; für » = 


ı Cis — (6 
in ee 


P1_2 } eI1s -+- e9ıs 


>) 


chungen (6.) lässt sich diese Gleichung auch folgendermassen schreiben: 


zu setzen. Vermöge der zwei ersten Glei- 








ist nach (6.) 














‘ 6.) / 4\ Pr-— l,s En In—1,s n ER dd RR 
(3 r m 1 d dPpn—ı, dyn-ı.s 2n — 1 
do do 


Für »=0 geht die Gleichung (A.) über in K,,(A)=0, d.h. &,, = 0, ausser 
wenn 2,,=0 ist. in welchem Falle &;, unbestimmt bleibt; das dem Werth 
»—=0 entsprechende Glied der Reihe 2 = 30"f2, reducirt sich also auf eine 


Constante, deren Werth sich wie in $. 3 gleich — ergiebt. Es ist also 
( 


\ an E BE .% er‘ E 5, Ant 
(IV.) 2— 7tr=20 4, = er < 0 Se Ans Sdass 


wo 424,=NS(F%S;+ &7,C;) durch den willkürlichen Anfangszustand zu be- 
stimmen ist, während %,, £2, 4; sich durch (l.) und (ll.) mittelst £2 bestimmen. 
e und e sind durch die Gleichungen (15.) und (16.) gegeben, in denen nur 
z,, stalt z, zu setzen ist. 

Ist dagegen keine freie Elektricität vorhanden, sind also sämmtliche 
Coefficienten F und & gleich Null, so genügt man den Gleichungen (1l.) durch 


die Annahme 


PFESHH) 'm __ fm zu Im __ w__ er 0 
(37 ) An ce b.. ER Ph 3 A," — B," ae erg ai ’ 


Pan (#._1) . 0; 


für die Exponenten <,_,, sind also die sämmtlichen Wurzeln der vorstehenden 
Gleichung zu nehmen; die durch die Gleichungen (Il.) nicht bestimmten Coef- 
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ficienten A, A etc. müssen dann den Gleichungen (A.) und (a.), d.h. wegen 
37.) den Gleichungen 


de) H",,A)=0, Kr,(A)=0 


n—1,s 
genügen, welche nach $. 3 Gleichung (18.) die nothwendigen und genügenden 
Bedingungen dafür sind, dass die Strömung in jedem Punkt auf dem Radius 
senkrecht steht; hieraus bestimmen sich dann durch die Gleichungen \20.). in 
denen nur die grossen Buchstaben statt der kleinen zu setzen sind. die Goel- 
ficienten BD, C, B, /' mittelst A und A, also 4% und 7, durch %,. welches 
letztere durch den willkürlichen Anfangszustand zu bestimmen ist. Es wird 
also für diesen Fall, wenn wir ,, statt z,_,, Setzen und für z,, die sämmt- 


lichen Wurzeln der Gleichung 





Ans ‚ 7° 
Ir.) 9,.=0 oder Ie- ie +(2n+1 Pu. | = 
/ E do 
nehmen. 
YL 1 x n u. 8 ın Yan Y 
I\ u=z—- erde Pu NS (AuSmtAnCn 
er‘ f 


und analog e und w. Umgekehrt können die Gleichungen (37.) nicht be- 
stehen, ohne dass sämmtliche Coefficienten F, $ verschwinden. 

Die in diesem Paragraphen bestimmten Werthe von £2 und u, ve, w 
müssen zu den in $. 4 bestimmten Werthen hinzugefügt werden, um die voll- 
ständigen Ausdrücke zu geben. Bei dem Problem des $.4 ist die ganze 


%,t 4 \ 2 “+ 
e”‘ p,„,u,, durch die Gleichung (22.). 


Stromdichtigkeit «’=u+w, wo u=Io"& 
u = 20" Se" p,.u), durch die Gleichung (IV".) gegeben ist. Die Constanten 
von « bestimmen sich dann durch die Bedingung, dass «’ für £=0 sich aul 
eine gegebene Function der Coordinaten reduciren soll; ist z. B. die äussere 
elektromotorische Kraft anfangs gleich Null, (indem etwa der oscillirende Inductor 
in diesem Moment seine Bewegung beginnt), so muss «’—=0 sein für =0, d.h 
für jeden Werth von g muss Sup, = —©u,,p,, sein, woraus sich die Coel- 
ficienten «,, in der Weise bestimmen lassen. wie im folgenden Paragraphen 
angegeben werden wird. Ich will indessen auf die Darstellung des Anfangs- 
zustandes nicht näher eingehen, da dieselbe doch nur ein geringes physikalisches 
Interesse hat. Aus der Erfahrungsthatsache nämlich, dass die Bewegung der 
Elektrieität nach dem Aufhören der äussern elektromotorischen Kraft sehr 
schnell erlischt, lässt sich schliessen. dass die durch die Gleichung (III.) oder 
(111°) bestimmten Exponenten x,, einen sehr grossen negativen reellen Theil 


haben müssen, so dass die Behufs Darstellung des willkürlichen Anfangszu- 
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standes hinzuzufügenden Functionen £2' und «, welche die Bewegung der 
sich selbst überlassenen Elektricität ausdrücken, schon nach sehr kurzer Zeit 
unmerklich werden und also von da an (2 und « als die vollständigen Lösungen 
des Problems anzusehen sind. Dagegen treten jene Functionen £2' und « allein 
auf, wenn es sich um die nach Erlöschen der äussern elektromotorischen Kraft 
noch fortdauernde Strömung handelt; von diesem Problem, welches namentlich 
wegen der Frage nach der Dauer der elektrischen Nachwirkung einiges phy- 
sikalisches Interesse hat. soll im folgenden Paragraphen ein specieller Fail 


hehandelt werden. 


$.6. Strömung parallel der Oberfläche nach Erlöschen der äussern 

elektromotorischen Kraft. 

Wir wollen annehmen. dass unter Einwirkung äusserer Stromkräfte 
eine überall auf dem Radius senkrechte Strömung eine gewisse Zeit T hin- 
durch angedauert habe. und dass in einem bestimmten Moment. den wir als 
Anfangspunkt der Zeit £ nehmen. die äussere Kraft verschwinde. indem z.B. 
der oseillirende Inductor plötzlich in seiner Bewegung gehemmt werde. Es 
tritt dann weder zu Anfang. noch im Verlauf der Strömung freie Elektrieität 
auf: die in den Ausdrücken für die Stromdichtigkeiten. (IV”.) des vorigen 
Paragraphen. enthaltenen Constanten müssen den Gleichungen (Il”.) des vo- 
rigen Paragraphen oder den Gleichungen (20.) genügen und bestimmen sich 
vollständig durch die Bedingung. dass a, e, w für t=0 sich auf die durch 
die Gleichung (22.) gegebenen Werthe für {= T reduciren müssen, deren 
Constanten denselben Gleichungen genügen. Wir setzen 


2 
Tas 


also %.= —- ———— . 
Srha’—+ ur,. 


u 
5 n— n—+ - \n f 
\ Ins = 0 Di 22 20 ri 1”) cos(2,.-2) dz 


0) 
38. { of u. _ o 
Er F, (vu. €) sin (an 4 ... Gr, (zu. £) cos (z.. ©) 
ee a a a a 


= 20 -£z 
0) 


2 
D. 


Ins ur 7, 


ns 9 











wo nach (D.) 


4 0 Sr . O #3 ' 2 n ir 
F. (X a Pe (—1)a,x”, (G, (€) = Rn (—1)a,412°r, a, — 2 > II(2n— 0). 


() 0 


Es wird dann 





Vi 
mn 
— 
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nt 
| % ee dSha’-—- urn, 
(A. u=Z20"u=—-2%0e i..U,. 
i ! mw 


und analog e und w, wobei sich das Summationszeichen © auf alle Wurzeln 
x‘. der Gleichung (l1l”.) des vorigen Paragraphen, nämlich 
Ne 


4 = (0 » FE ee p 
\ BF oder S: Ira 0 odeı 


I(0"A,.) 
TE net... 
i do 





bezieht. oder, was dasselbe ist, auf die sämmtlichen von Null verschiedenen 
Wurzeln x’ der Gleichung 
‘B'. F_ 


Endlich ist die Kugelfunction «,. durch die Bedingung zu bestimmen. dass 


‚(z)sinz+G,_,(z)cost=V 
a, für t=0O sich auf eine gegebene Function von o redueiren soll. also dureh 
die Gleichung 

c) 0" u,=&u,r,=fie) (für jeden Werth von o von O bis a) 
Diese Gleichungen stimmen der Form nach mit denjenigen überein, durch 
welche Poisson die Wärmebewegung in einer ursprünglich in beliebiger Weis 
erwärmten und dann in eine Umgebung von der Temperatur Null versetzten 
Kugel bestimmt. Aus der Differentialgleichung für 4,,. nämlich 
eg 4 n(n-+1)\. 


Bu een =W 
do’ Fr. a 0° ) 2 


39. 





leitet Poisson durch partielle Integration die Gleichung 


40. S huhndo = 9 


ab. wo 4,, sich auf irgend eine von x,, verschiedene Wurzel der Gleichung 
B.) bezieht; daraus folgert er, dass sämmtliche Wurzeln x’ der Gleichung _B 
reell sind; dass sie dann grösser als Null sein müssen, ergiebt sich unmittelbar 
aus (38.). Die Wurzeln x der Gleichung (B.) sind also sämmtlich reell und 
von Null verschieden; je zwei sind gleich und von entgegengesetztem Zeichen 
Dass 4,, für alle reellen Werthe von x endlich bleibt. ebenso wie für alle 
endlichen Werthe von ge, folgt unmittelbar aus (38.). 


Aus (39.) folgt, dass alle Wurzeln der Gleichung (B.) grösser als Inn +1) 
sind. Nach 6.) - die Function z"*'"45,=4,(x) den Gleichungen 


f Asa n d 
(41.) . Se (2"4,) = 2nı"ı 
\ / z ( gr" In 2" ) de \ n—L' 
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Hieraus folgt zunächst, dass sämmtliche Wurzeln der Gleichung (B.) ungleich sind. 
Ferner . ap zwei successiven, von Null verschiedenen Wurzeln von 4""" 


O.0der *—1\) gleich Null 


wird. und Tür diesen ist nach der ersten der Gleichungen (41.) A, = 2 umgekehrt 








—() wenigstens ein Werth von x liegen, für den (=) 


liegt nach der zweiten Gleichung zwischen zwei successiven Wurzeln von 4,—0. 


die Wurzel z=Ü eingeschlossen, wenigstens eine Wurzel von A,_,—=0. Zwischen 


n—l 
je zwei successiven, von Null verschiedenen Wurzeln von 4,_,—=0 liegt also eine 
und nur eine Wurzel von 4,=0, die Wurzeln von A,_,—=0 und A,—0 wechseln also mit 
einander ab, und die kleinste von Null verschiedene Wurzel von 4,—0 folgt auf die 


von4, =0®. Am kleinsten sind daher die Wurzeln der Gleichung (B.) für n„=1, 
sın® 





wo dieselbe übergeht in —=0, deren Wurzeln z,=sn (s=1,2,... x) 


sind: die kleinste aller Wurzeln für alle Werthe von x» ist mithin —n. Es 
folgt hieraus einmal, dass die Gleichung (B.) unendlich viele Wurzeln hat, 
welche eine ins Unendliche wachsende Reihe bilden; ferner dass für nicht 
oanz kleine Werthe von £ die Glieder der Summe (A.) mit wachsendem » 
mehr und mehr unmerklich werden, und dass man sich für einigermassen grosse 





Werihe von f auf das dem Werth »=1 und der kleinsten Wurzel £—=7 ent- 
sprechende Glied der Reihe beschränken, also 
ıt 


 Sha’tun 4 
- ha’+ un e A 





setzen kann. 
Alle diese Resultate ergeben sich auch aus den allgemeineren Sätzen, 


welche Sturm in zwei Abhandlungen *) über die der allgemeinsten linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung genügenden Functionen direct aus dieser 
Differentialgleichung abgeleitet hat. Aus diesen Sätzen (a. a. O. pag. 168) er- 
giebt sich noch weiter, dass wenn «, f zwei successive Wurzeln der durch 


die Differentialgleichung 





dh, (de. n(n+1) gr 


dx’ og? " 


bestimmten Function 4, sind. die Ungleichheiten 
B—a > a ET j 
n(n+1) / n(n+ n(n+1) 
Y1- 1 \1- ——— 
ur 














a@ 


*) „M&moire sur les @quations differentielles lindaires du 2 ordre* und „M&moire 
sur une classe d’@quations & differences partielles“. Journal de M. Liowville T. 1. 
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erfüllt sind. Wenn man also die Wurzeln nach wachsender Grösse ordnet. so 


nimmt die Differenz zweier benachbarten Wurzeln beständie ab und nähert sich 
immer mehr dem Werth x. Da hiernach in einem Intervall s bis (s+1 )r höch- 
stens eine Wurzel liegen kann, so enthält dasselbe eine oder keine Wurzel, je 
nachdem /, für sız und (s+1)r verschiedenes oder eleiches Zeichen hat. mit- 
hin nach (38.). je nachdem @,(x) für sı und (s+1)r eleiches oder ver- 
schiedenes Zeichen hat. Da nun @, sein Zeichen nicht mehr ändert. wenn r 
oberhalb der Grenze 


Au: /n—I)n(n-+-1)(n-+ 2) 


u eg 
liegt, so liegt oberhalb dieser Grenze in jedem Intervall sz bis (s-+1) eine und 
nur eine Wurzel von #/,=0. Es liegen übrigens unter Umständen auch unter- 
halb dieser Grenze noch Wurzeln. Die oberhalb der Grenze g liegenden 
Wurzeln fallen für ein grades » zwischen sz+!n und (s+1)r, für ein un- 
srades » zwischen szı und sıı+ 471. So findet man z. B. für 4,=0 und 4,=0 eine 
und nur eine Wurzel zwischen s7 und sı + Ir, für ,=0 und 4,=0 eine und nur 
eine Wurzel zwischen sz+4!r und (s+1)r, wo s für 4, und 4, alle Werthe 
von 1 bis ©, für 4, und 4, alle Werthe von 2 bis x haben kann. während 
zwischen zı und 27 keine Wurzel von 4,—=0 und A4,=0liegt. Nach den angegebenen 
Prineipien kann man die Wurzeln mit Leichtigkeit in Grenzen einschliessen 
und diese dann nach irgend einem Näherungsverfahren verengern: so findet 
man z. B. für die kleinste Wurzel von A,=0 die Grenzen 4.3662 und 4.5002. 


Hinsichtlich der Function 4,, von o ergiebt sich noch aus dem Vor- 


ns 


hergehenden, dass, wenn man die Wurzeln z,,. 2... ... nach wachsender 


Grösse geordnet denkt, 4, für s—-1 Werthe von o zwischen O und a (die 
Wurzel g=0 nicht 'mitgerechnet) verschwindet und in diesen Punkten jedesmal 
sein Zeichen ändert. Diese Werthe sind, wenn man mit x,, und x,;,,. resp 
eine Wurzel von 4,_,(2)=0 und 4,(x) = 0 bezeichnet. 

In +H1.1 Tan 1.2 Lat pP} 


0 =4a -— I, = d —— ‚2% Bu 
’ Lns . S Ins . ’ Las 








Setzen wir nach dem Vorstehenden die Wurzeln der Gleichung (B. 
als bekannt voraus, so bleibt noch die in (A.) enthaltene Kugelfunction «,. 
mittelst der Gleichung (C.) zu bestimmen. Diese Bestimmung ergiebt sich 
nach Poisson unmittelbar aus der Gleichung (40.) in Verbindung mit (C.); 
daraus folgt nämlich 
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a 


oder da IR e=z — (A@,)? is 
J 


D) = en J 1.fle) de. 

Bekanntlich hat Herr Liouville *) die von Poisson bloss vorausgesetzte 
Möglichkeit der Entwickelung einer beliebigen Function f(e) in eine Reihe von 
der Form (C.) bewiesen, indem er gezeigt hat, dass wenn man in (C.) für «,, 
den Werth (42.) setzt, die auf der linken Seite der Gleichung (C.) stehende 
unendliche Reihe wirklich den Werth f(o) hat. Sein Beweis schliesst indessen 
nicht aus, dass dennoch in einzelnen Punkten des Intervalls O bis a der Werth 
jener Reihe von f(o) verschieden sein kann; und jedenfalls muss dies an der 
Grenze e=a der Fall sein, wenn hier die willkürliche Function f(o) nicht 


der Bedingung 








(43.) —— — 0 


genügt, da die auf der linken Seite von (C.) stehende Reihe wegen (B.) 
dieser Gleichung genügt. Die Bedingung (43.) ist aber im Allgemeinen nicht 
erfüllt bei dem Eingangs dieses Paragraphen aufgestellten Problem. Bei diesem 
wird nämlich zur Zeit {=0, oder am Ende des Zeitraums T, die Bewegung 
durch die Gleichung (22.) dargestellt. d. h., wenn wir zur Unterscheidung 


h..(#,) = L., setzen, durch 


(44.) U= B o" B, = — 2 Se au * 


wo 
Aus 
„7 2n+1 ,„ 


zn nl” 
woraus mit Vernachlässigung von «u folgt 
d u . 
ler] = 0 


Die Function f(e) = e”*"U, genügt also der Gleichung (43.) nicht, wohl aber 
die Function o”*'(U,—2KkX,); damit also die Gleichung (C.) auch an der 





U,= 





*) „Sur le döveloppement des fonctions etc.“ Journal de M. Liouville T. 1. 
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Oberfläche gelte, haben wir 
(45.) flo) = oe" (U,-2kX,)=&e* U,L,—2otSe" X, 

zu setzen, d.h. wir müssen den Anfangswerth von o'a, durch die Bedingung 
bestimmen. dass er sich auf den am Ende der ersten Periode T der Strömung 
stattfindenden Werth o"(U,—RKAkA,) der „partiellen Stromdichtigkeit zweiter 
Ordnung“ (vergl. $. 4) reducirt. Unsere Formeln werden dann allerdings die 
wirklich stattfindende Strömung nur unter der Voraussetzung vollständig aus- 
drücken, dass entweder die Hemmung des Inductors in einem solchen Moment 
geschieht, wo die von ihm ausgeübte Kraft schon von selbst gleich Null ist, also 
wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende seiner Bahn angekommen ist; wir 
sahen in $.4, dass in diesem Moment die Stromdichtigkeit zweiter Ordnung 
noch einen sehr beträchtlichen Werth haben kann. Oder wenn die Hemmung 
in einem andern Augenblick geschieht, so müssen wir voraussetzen, dass die 
Stromdichtigkeit erster Ordnung nach dem Verschwinden der äusseren Kraft in 
einer Zeit erlischt, welche selbst gegen die kurze Dauer der ganzen Strömung 
verschwindend klein ist: eine Annahme, welche man bisher in der Theorie 
der indueirten Ströme in linearen Leitern immer gemacht und auch durch die 
Beobachtung bestätigt gefunden hat. Es bleibt dann allerdings hier in der 
Theorie eine Lücke, eine scheinbare Discontinuität der Bewegung; über die 
Vorgänge während der unendlich kurzen Zeit vom Verschwinden der äusseren 
Kraft bis zum Erlöschen der Ströme erster Ordnung vermag, wie es hiernach 
scheint. die Theorie auf den bisherigen und auch hier beibehaltenen Grund- 
lagen keine Rechenschaft zu geben, auch nicht mit Zuhülfenahme des von 
Herrn Weber eingeführten Begriffes einer „Masse“ der Elektrieität; es scheint 
dies ein Punkt zu sein, über den man nur von einer wirklichen Theorie der Elek- 
trieität, wie sie neuerdings Herr Hankel angedeutet hat. Aufschluss erwarten 
darf. Uebrigens begegnen wir derselben scheinbaren Discontinuität auch in dem 
analogen Problem der Wärmelehre, wenn wir eine Kugel aus einer Umgebung. 
in welcher an der Oberfläche beliebige und mit der Zeit veränderliche Tem- 
peraturen herschen, plötzlich in einen Raum von der Temperatur Null versetzt 
denken; das entsprechende Problem der Elektricitätslehre hat aber im Gegen- 
satz zu jenem ein nicht bloss mathematisches, sondern physikalisches Interesse, 
weil wir wirklich — nach den geltenden Anschauungen wenigstens — die 
äussere elektromotorische Kraft durch Hemmung oder Unterbrechung eines 


Inductors plötzlich vernichten können. 
18” 
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Indem wir, von dem erörterten Bedenken absehend. f(o) in jedem Falle 


durch die Gleichung (45.) gegeben annehmen und «,, nach (D.) bestimmen. 


ergiebt sich als Endresultat Folgendes: Ist die während der ersten Periode 
wirkende Componente der äusseren elektromotorischen Kraft 


AN = Ze X 


u 


wo © die Summalion nach der Grösse o bezeichnet, und ist 


” 9. N 
pn 2/ (1— 2°)" cos («,. z 3 )dz, 


0 





so istnach Verschwinden der äusseren Kraft die Componente der Stromdichtigkeit 


7. 
u= ZLo"u 
1 








n3 
(L.) fe Enst 2 
er übe — 4% .Srıha’ Se Snha’-+-ur,, z >5 ag 
wo x,, irgend eine Wurzel der Gleichung p}_,.=0 ist; und ganz eben so 


werden e und ® durch Y und Z ausgedrückt. 
Z.B. für n„=1, wo z,.=sn, wird 

















st . sne  sSno sro 
- 5. sın —— cos x„7 
& ti. Iha’+ us’n a a Fi „a © 
3 ur Buy 4k. Sha Ne (—1 ) bh) “a 3 m a a ae 
1 ka d1 ıs’+Sha’x, 
a 


Die Summe nach o in dem Ausdruck (I.) lässt sich durch ein be- 
stimmtes Integral ersetzen. Es sei nämlich X periodisch mit der Periode 0; 
dann lässt sich bekanntlich X, zwischen den Grenzen O0 und Öd durch folgende 
Reihe darstellen: 


io (T—1) 
4 i 4 o=+% S _—— FREE 
Ä, ( 1 = FI S / e ’ X, (f) dt, 


0=—R () 


und man erhält, mit Einführung des Werthes von c aus (27.), 




















T u 20a 2x2}, Irıt 
.. er 0 Kuno Arı e C Ü 3 7T T are | 

Stu 3 ee Se ° x,nat 

%,,+-Bıha’x, cd 2x}, 222, i 
zn ri 0 
6 ug, 9 
2Xas er 2x2}, 2rıt 
BT“, Pre u 
+e ° ee I xc)a 
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Machen wir über die äussere Kraft die Annahme des $.4, setzen also 
nach (25.) und (26.) die auf dem Meridian senkrechte Krafı 


u = dP" „, 2nT 
E=mn92"—E, E=0s.nT—. 
1 de Ö 


so wird nach (1.) die auf dem Meridian senkrechte Stromdichtigkeit an deı 
Oberfläche, mit Einführung der Constante ec aus (27.). 








Be 
2 dp" ale a Srıha’ + uw? 
SE - sind 2 a" TE „ ,,= —2k(2n+1)a,©Sb,e 
< 
| wo 
46.) ” 
| es E 
c” cos + —— SI —— 
0 2}, Ö 
b. = _ Pr 
st — 
N 4 


Bezeichnen wir den Anfangswerth von 4, (für t=0) mit L,—?2kE,, so wird 


n 


nach (31.) 


(47.) | L,—2kE,= —2k(2n+1)e, [c, cos er - (D,- - )sinZz I a 
| — — ?k(2n+1)a,@. 


$.7. Dauer der Strömung nach Erlöschen der äusseren elektromotorischen Kratt 


Wir wollen zur Untersuchung dieser Frage die Gleichung (46.) und 
(47.) anwenden. Suchen wir die Zeit, nach welcher die anfängliche Strom- 
dichtigkeit auf einen bestimmten Bruchtheil, — , herabgesunken ist, vernach- 


lässigen dabei « und setzen 
{ 


Srıha’ 


_— 


b) 


so bestimmt sich z durch die Gleichung 


f n/ \ rer 5 (Fr 
(48.) f@)=&b2"-— =0 


m 
oder 


(49.) f(@)=©b,(s” Wache) ii 0 


m 


wobei die Wurzeln x,, nach wachsender Grösse geordnet angenommen werden. 


._ 2rT 2rT j : . 
Haben nun sin — und cos —— dasselbe Zeichen, d. h. liegt T zwischen O0 
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und 40 (inel. der Grenzen, oder zwischen }d und 3J, wodurch bloss das Zeichen 
von 4, und @ sich ändert), so sind alle Coefficienten b, grösser als O; nehmen 


wir also 2" = ,, Wo 2, die kleinste Wurzel bedeutet, so wird nach (49.) 


. Ä zu Is 
fx) <0, für die Wurzel von f(z)=0 muss also 32" > — sein, also 
m i 


Sııh a’logm 





t< 


 loge u 


oder nach dem in $.4 gegebenen Werth A = 18.10”, 


(50.) << 1042.10-7 208”. 


x, 
‚ so folgt aus dieser Gleichung, dass für alle Werthe von 
51.) << 106.10" a’logm 


ist; z. B. die Zeiten, nach denen 4, resp. auf die Hälfte und auf „„'o seines 
Anfangswerthes herabgesunken ist, sind <32.10”"a’ und 317.10”’a’ Secunden. 


Da a >n 


nl Zn 


—. Y 
. r Lat G . Ss ze . r 
Nehmen wir dagegen b,z " = —, 50 wird nach (48.) f(2)>0. für die Wurzel 
2 Y 
» \ Tal (Fr . 
von f{z)=0 muss also z " < —, sein, d. h. 


i 


(52) > 1042.10” 





E\ 

— log — )- 

Tui ” b, / 
Wir wollen das Vorstehende auf den Fall a=1 anwenden. wo x, =sn 


ist. Für diesen Fall ist nach Gleichung (33.) 


53) @=( 


C 





e® — e”“ +2 sine — =) eos re 1 e— e=‘— 2sinc ) . 2nT 
e + e”°— 2cosc c e°+e‘— 2cosc 





' Ö u f a 
Nehmen wir zunächst T—= —- Für kleine Werthe von e oder y kann nach 





2 
(S0.) G=--7 gesetzt werden; folglich wird dann nach (52. 
Ä . An'-+c' EV | 
\2> 106.10" a’ (logm—log a Fa 106.10’ a’ (logm—log 324 


d., 


> 106.10 a’ logm— 3.8.10" a 


während nach (51.) 
t < 106.10" a’logm. 


Für einigermassen grosse Werthe von c dagegen kann nach (53.) = — = (1 -- —) 


sesetzt werden, und da 


FIRE PFRL SR SURT 


)-=]<4$ 
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2r* 
c° 


machten Annahme jedenfalls vorausgesetzt werden darf, so ergiebt sich aus (52.) 





ist, wenn 1— >0, also e>6, was nach der über die Grösse von e ge- 


(b) > 106.10 a’ (logm—log 2), 


\ 


z.B. für die in $.4 gemachte Annahme e=12 

t > 106.10" a’ logm —51.10 a. 
Für kleine Werthe von m, z.B. m=2, ist der Grenzwerth (b.) nicht brauchbar. 
da er negativ wird; man kann aber für jeden gegebenen Werth von m und 


. “ .. ‘ ‘ (r . 
c leicht engere Grenzen finden; z.B. für m=2, c=12, also —— = ,};. 
m 
findet man 
>61. 


Aus dem Vorstehenden, in Verbindung mit $. 4, ergeben sich folgende 


Resultate. Wird — unter den zu Ende des vorigen Paragraphen angegebenen 
Voraussetzungen — die Bewegung des Inductors in dem Augenblick gehemmt, 


wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende seiner Bahn angekommen ist, und 


2 


. a - . ge . . . 
ist —- (wo a der Kugelradius, d die Oscillationsdauer des Inductors) so klein, 


> 


* [} * .. . >) 4 ‘ 7 Ad 
dass man die die zweite übersteigenden Potenzen von ce’ = 32n?h > gegen | 
58 


!s 


vernachlässigen kann, (z.B. a = 100"",d = 57"), so ist in diesem Moment 
an der Oberlläche die a=1 entsprechende partielle Stromdichtigkeit zweiter Ord- 


5 C . . . . 
nung gleich ;, des Maximums der Stromdichtigkeit erster Ordnung, — welche 


letztere selbst in diesem Moment zugleich mit der äussern Kraft verschwindet — 
(= 340 für die angegebenen Zahlen), und sie sinkt auf die Hälfte herab in 
einer Zeit, welche zwischen 27.10”a und 32.10’ a’ Secunden liegt (z. B. 
zwischen 0,027” und 0,032” für a = 100""), auf 7950 in einer Zeit, welche 
zwischen 312.10” a’ und 317.10”’a’ Sec. liegt (z.B. zwischen 0,31% und 


0,317” für «= 100"). Ist dagegen Pr so gross, dass e”“ gegen 1 vernach- 
lässigt werden kann, so ist im Moment der Hemmung die partielle Stromdich- 


. ’ . A J \ ’ : 
tigkeit zweiter Ordnung gleich 5 (1-2) des Maximums der Stromdichtigkeit 


erster Ordnung, z. B. gleich „5, für . —25.10*; und für diesen Werth von - 


sinkt sie auf die Hälfte in einer Zeit, welche zwischen 6.107’ und 32.10’a 
Sec. liegt, (z.B. zwischen 0,006” und 0,032” für a = 100", d = ,',"), auf 


> 


u 














SS  Lorberg, zur Theorie der Bewegung der Elektrieität in nicht linearen Leitern. 


uch in einer Zeit zwischen 266.10”a’ und 317.10” a’ Sec. (z. B. für 
7 "0=4" zwischen 26” und 32”). 

Die aus den angeführten Zahlen sich ergebende Dauer der elektrischen 
Nachwirkung ist unverhältnissmässig viel grösser. als sich vielleicht nach den 
für Aanpe Ströme gelundenen Resultaten hätte erwarten lassen; so findet Herr 
Weber *) für 3 kreisförmige Kupferdrähte von 1”, 1000”, 1000” Kreisradius 
und resp. 1, 1. ;‚'; Quadrat-Millimeter Querschnitt die Zeit, in welcher die 
Stromintensität nach Erlöschen der äusseren elekiromolorischen Kraft auf die 
Hälfte herabsinkt, resp. gleich 130600» sTb00> sr8'000 Secunden. 

Für wachsende Werthe von e nimmt die Wurzel 3 der Gleiehune (4%. ) 
oder (49.) zu; also für dieselbe Kugel wächst die Zeit, in welcher die an- 
läneliche Intensität aul ar herabsinkt. mit abnehmendem e oder wachsender 
Oscillationsdauer d. 

Wir wollen die entsprechende Untersuchung auch für den Fall an- 
stellen, wo die Hemmung des Inductors in dem Augenblick stattfindet, in 


welchem seine Geschwindigkeit und damit auch die partielle Stromdichtigkeit 


. [2 * . La ryt Ö Yo. 
erster Ordnune ihr Maximum 24e,.asin‘9 erreicht hat. also für T=-. Für 
ke) 1 4 
| 


hinlänglich grosse Werthe von e kann nach (53.) @ = 4— — geselzt werden, 
n ’ « ( u 


2-70) < Ef ]<E, 


wenn. wie wir voraussetzen dürfen, e >6 ist. Daraus folgt nach (52. 


(e.) > 106.10" a’logem — 23.10 


also 





während nach (51.) wieder 
t < 106.10 a’logm 
ist. Z.B. für m=2 ist £>9.10%a°, für m = 1000 ist > 293.10a‘. Für 


einen gegebenen Werth von e kann man leicht noch engere Grenzen finden; 
z. B. für e= 12 ergiebt sich £ > 106.10«° (logm — 0.1003). Also: Wenn 
der Inductor in dem Moment gehemmt wird. wo er mit dem Maximum der 
Geschwindigkeit in der Mitte seiner Balın angekommen ist, wo also die äussere 
elektromotorische Kraft und damit die Stromdichtigkeit erster Ordnung ihr 
Maximum erreicht hat, so wird die letztere nach der im vorigen Paragraphen 


*) Elektrodynamische Massbestimmungen. Fünfte Abhandlung, pag. 630. 
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erörterten Annahme unmerklich in einer Zeit, welche gegen die Dauer der 
ganzen Strömung verschwindend klein ist. Die langsamer verschwindende 
Stromdichtigkeit zweiter Ordnung ist der erster Ordnung entgegengesetzt, aber 


2 


für kleine Werthe von 2. schon von Anfang an sehr klein, z. B. für « = 100", 


d=57" ist sie 45400 der Stromdichtigkeit erster Ordnung. Für so grosse Werthe 


a? 


von 5 dagegen, dass man e”“ gegen 1 vernachlässigen darf, ist die übrig- 
bleibende Stromdichtigkeit zweiter Ordnung Anfangs ein beträchtlicher Bruch- 


theil der Stromdichtigkeit erster Ordnung, nämlich i-, z.B. } für e=12), 
und sie sinkt auf die Hälfte in einer Zeit, welche in jedem Falle zwischen 
9.10 a’ und 32.10’a? Sec., für c=12 zwischen 21.10a° und 32.10-7a? 
Sec. liegt; auf jo'50 In einer Zeit zwischen 293.10” a’ und 317.10 a’ Seec.. 
z.B. für c=12, a=1" (also d=4") zwischen 29” und 32”. Hierbei er- 
innere ich aber an das im vorigen Paragraphen hervorgehobene Bedenken, ob 
in diesem Falle die Strömung sich wirklich in der angenommenen Form dar- 
stellen lässt: ein Bedenken, dem der vorige Fall. wo die Hemmung in dem 
Moment stattfindet, in welchem die äussere Kraft gleich Null ist, nicht unter- 
liegt. Uebrigens hatten wir in jenem Falle ganz ähnliche Zahlen gefunden. 

Wir haben bei der vorstehenden Untersuchung im Nenner des Ex- 


Bart 
Sırha’+ux,, d 





ponenten von e as von abhängige Glied vernachlässigt: sollte 


ai 
u eine messbare Grösse haben, so würde dadurch e ”** für einen bestimmten 
Werth von £ vergrössert werden, also die Zeit, in welcher die Intensität auf 
einen bestimmten Bruchtheil ihres Anfangswerthes herabsinkt, noch grösser 
sein als die oben bestimmte. Es ist indessen wohl kaum zu erwarten. dass 
man auf diesem Wege durch Vergleichung der Beobachtung mit der Rechnung 
zu einem Urtheil über die Grösse dieser der „Masse“ der Elektricität propor- 
tionalen Constante sollte gelangen können. 

Da mit wachsender Zeit in dem Werth von A in (46.) das Glied A,, 
welches die kleinsten Exponenten enthält, mehr und mehr überwiegt, so kann 
auch z. B. nach der Zeit 266.10 ’a° Sec., wo, wie wir oben fanden, dieses 
Glied sich noch nicht auf „u\55 seines Anfangswerthes reducirt hat, die ganze 
Stromintensität noch nicht unmerklich geworden sein. Es muss der Beob- 
achtung überlassen bleiben, dieses einigermassen überraschende Resultat zu 
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bestätigen oder zu widerlegen, also z. B. festzustellen, ob es richtig ist, dass 
an der Oberfläche einer kupfernen Kugel von 1" Radius die inducirten Ströme 
noch 26” nach Erlöschen der äusseren electromotorischen Kraft merklich sind, 
wenn der mit einer Öscillationsdauer von 4” sich bewegende Inductor in 
dem Moment gehemmt wird, wo er mit der Geschwindigkeit Null am Ende 
seiner Bahn angekommen ist. Ob und wie aber der Versuch in dieser Form — 
etwa mittelst einer ein Galvanometer enthaltenden Nebenschliessung — wirklich 
ausführbar sein würde, muss ich competenteren Beurtheilern überlassen. 


Ruhrort, im Januar 1869. 





Berichtigungen. 


Seite 68, zweite Gleichung (18.) lese man n=1, 2, ... oo statt n=0, 1, ... x. 
69, erste Gleichung (20.) lese man n+m-+1 statt n„— m —1. 
- 69, zweite Gleichung (20.) lese man »--m-H1 statt n—m-1. 
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Die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen In- 
tegrale als Funetionen eines Parameters aufgefasst. 


(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 





Ma wird in der Analysis häufig zur Darstellung einer Function durch 
ein bestimmtes Integral geführt, welches das Argument derselben als Parameter 
enthält. Besonders häufig werden Integrale linearer Differentialgleichungen 
unter diese Form gebracht. Diese Darstellung einer Function hat vor der 
durch unendliche Reihen im Allgemeinen die Gültigkeit in der ganzen Ebene 
voraus. Aber es ist bisher nur in wenigen Fällen gelungen. die Eigenschaften 
der Functionen aus der Integralform herzuleiten. Ich hoffe daher, es werde 
nicht überflüssig erscheinen, wenn ich im Folgenden die bestimmten Integrale. 
welche in der Theorie der hyperelliptischen Functionen unter dem Namen 
der Periodicitätsmoduln auftreten, als Functionen eines Parameters aufgefasst. 
untersuche. Es werden die Haupteigenschaften dieser Functionen hergeleitet und 
lineare Differentialgleichungen, denen sie genügen, entwickelt. — Es wird er- 
sichtlich sein, dass die hier befolgte Methode sich auf die Periodieitätsmoduln 
der allgemeinen Abelschen Integrale anwenden lässt, und im Wesentlichen 
für diese zu ganz identischen Ergebnissen führt. Ich behalte mir vor, bei 
anderer Gelegenheit dieses weiter nachzuweisen. — Die hier auftretenden 
Differentialgleichungen gehören zur Klasse derjenigen, welche ich in den Ab- 
handlungen (dieses Journal Bd. 66, No. 4, Gl. (12.) und Bd. 68) betrachtet; 
und in so fern steht die gegenwärtige Arbeit mit jenen im engsten Zusammen- 
hange. In der That ist sie in ihren Grundzügen schon vor mehr als zwei 
Jahren entworfen, und nur ihre Endredaction durch verschiedene Hindernisse 
verschoben worden. — Die eben angeführten Abhandlungen werde ich der 
Kürze halber im Folgenden unter dem Zeichen A. B. 66 und A. B. 68 citiren. 


Es sei 


(1.) = y(z,u), 


wo p(z,u) eine ganze rationale Function von x und « ist, und zwar in Be- 
12 * 
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zug auf x vom Grade z, von der Beschaffenheit, dass nicht zwei der Wurzeln 
der Gleichung für x 
2.) Ypla,u) = 0, 

die wir mit a,, @, ... a, bezeichnen wollen, für jeden Werth von x ein- 
ander gleich sind. Stellen wir die Function s nach Riemann durch eine zwei- 
blättrige Fläche T dar, so sind a,. @, ... a, die Verzweigungspunkte der- 
selben. Ebenso stellen wir die durch die Gleichung (2.) definirte algebraische 
Function x von a durch eine »-blättrige Fläche S dar, und bezeichnen deren 
Verzweigungspunkte (auch solche Punkte eingerechnet, in welchen Wurzeln 
einander gleich sind, ohne dass Verzweigung stattfindet) mit b,, 5, ... b,. 
Durch die » Blätter dieser Fläche wird also der Verlauf der Verzweigungs- 
punkte der Fläche T bestimmt. 

Es sei a“ ein von den Verzweigungspunkten der Fläche S verschie- 
dener Punkt und a; ’. at”, ... a&” die ihm entsprechenden Wurzeln der Glei- 
chung (2.), so werde die Form T“ der zugehörigen Fläche T folgendermassen 
bestimmt. Es werde ein die beiden die @©-Ebene bedeckenden Blätter durch- 
dringender Schnitt, Hauptschnitt, längs einer durch alle Verzweigungspunkte 
al’, as”, ... al” hindurchgehenden, sich selbst nicht durchschneidenden Linie 
geführt, und alsdann das obere und untere Blatt eindeutig mit den Werthen 
von s belegt. Nennt man einen zwischen zwei auf einander folgenden Ver- 
zweigungspunkten enthaltenen Abschnitt des Hauptschnittes einen Theil des- 
selben, so werden beide Blätter in diesen Theilen abwechselnd in einander 
übergehen oder getrennt verlaufen. Die ersteren mögen Verzweigungstheile 
des Hauptischnittes heissen. 

Geht « von «“ continuirlich zu einem anderen Werthe « auf einem 
Wege über, der durch keinen der Verzweigungspunkte der Fläche S führt, 
so gehen die Wurzeln der Gleichung (2.) in der &-Ebene continuirlich von 
den Werthen al”, a{”, ... al” resp. zu den Werthen a,, a,, ... a, längs 
bestimmter Curven über, die resp. mit A,, As, ... A, bezeichnet werden 
mögen. Zu gleicher Zeit gehen in jedem Punkte der «-Ebene, der nicht 
auf einer der letzteren Curven sich befindet, die zugehörigen Werthe von s in 
vollkommen bestimmte andere über. 

Nunmehr denke man sich eine neue zweiblättrige Fläche über die x- 
Ebene ausgebreitet und verpflanze in jedem Punkte der &-Ebene die durch 
continuirliche Aenderung von « umgewandelten Werthe von s des oberen und 
unteren Blattes von T“ resp. in die über demselben Punkte der x-Ebene 
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befindlichen Punkte des oberen und unteren Blattes der neuen Fläche. Diese 
letztere Fläche soll die dem Werthe « entsprechende Fläche T sein. In con- 
tinuirlich auf einander folgenden Punkten derselben folgen alsdann in dem- 
selben Blatte die Werthe von s continuirlich auf einander, wenn nicht der 
Uebergang durch einen Verzweigungstheil der Fläche T“ oder durch eine 
der Curven A führt. Bei dem Uebergange durch eine dieser Linien gelangt 
man zu entgegengeseizten Werthen von s. In der That sind die an ver- 
schiedenen Seiten der Verzweigungstheile in demselben Blatte von T“’ be- 
findlichen Werthe von s entgegengesetzt gleich, folglich auch ihre durch con- 
tinuirliche Aenderung von « umgewandelten Werthe in dem entsprechenden 
Blatte der Fläche T. Ferner führt jeder noch so kleine Umlauf um einen 
der Punkte a,, @&, ... a, den Werth s continuirlich zum entgegengesetzten 
über, was nur möglich ist, wenn resp. an den Curven A,, A,, ... A, ein 
plötzliches Uebergehen zum entgegengesetzten Werth stattfindet. — Die beiden 
Blätter der Fläche T, deren Verzweigungspunkte @, @&, ... a,, werden 
demnach längs einer Linie durchschnitten, welche aus dem Hauptschnitte der 
Fläche T durch Einschalten der beiden Seiten der Curven A oder auch der- 
selben Seite in zwei entgegengesetzten Richtungen genommen entsteht, und 
es werde dieser Schnitt der Hauptschnitt der Fläche T genannt. 

Zwei Verzweigungspunkte der Flächen T und T“, die durch con- 
tinuirliche Aenderung von a aus einander hervorgegangen sind, mögen ent- 
sprechende Verzweigungspunkte, und solche Theile ihrer bezüglichen Haupt- 
schnitte, die zwischen entsprechenden Verzweigungspunkten enthalten sind, 
entsprechende Theile genannt werden. Es folgt alsdann, dass die den Ver- 
zweigungstheilen der Fläche T entsprechenden Theile des Hauptschnittes der 
Fläche T im Allgemeinen in ihrem ganzen Verlaufe Verzweigungsstellen sind. 


2. 


Wenn zwei Curven A, und A, sich in einem Punkte m der &- Ebene 
schneiden, so muss einer der Verzweigungspunkte a, und a,, welche resp. 
diese Curven beschreiben, früher in m angelangt sein als der andere, da ihre 
Wege nicht durch einen der Verzweigungspunkte der Fläche S führen. Wenn 
a, früher anlangt als a,, so wollen wir sagen, die Curve A, geht der Curve 
A, in Bezug auf m voran. Ebenso befindet sich jeder dem Hauptschnitte 
der Fläche T“ angehörige Punkt an seiner Stelle, ehe eine der Curven A 
sich dorthin erstreckt. Wir sagen daher analog, wenn ein Theil des Haupt- 
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schnitts der Fläche T“” von einer der Curven A geschnitten wird, der erstere 
gehe der letzteren in Bezug auf den Durchschnittspunkt voran. — In beiden 


Fällen heisst der Theil der Curve A, welcher nach dem Durchschneiden mit 


der vorangehenden Curve entstanden, der nachfolgende Theil. 


Die beiden Verzweigungspunkte, welche einen Theil des Hauptschnittes 
einer Fläche T abgrenzen, wollen wir in willkürlicher Weise als Anfangs-— 


und Endpunkt desselben von einander unterscheiden, jedoch so, dass in allen 
Flächen T sowohl die Anfangspunkte als auch die Endpunkte entsprechender 


Theile entsprechende Verzweigungspunkte sind. 
Bewegt man sich auf der @-Ebene längs eines Theiles des Haupt- 


schnittes vom Anfangspunkte desselben zum Endpunkte hin, so sollen die linke 
und die rechte Seite dieser Bewegung auch die linke und die rechte Seite 
dieses Theiles genannt werden. — 


x 


Es sei nunmehr 


x) 
Br en . 





wo f(x) eine ganze rationale Function von x und « bedeutet, so ist das Integral 


3 — /yda 


in jeder Fläche 7 bestimmt, wenn der Integrationsweg vorgezeichnet wird. — 
Längs eines jeden im Endlichen verlaufenden Theils des Hauptschnitts einer 
Fläche T wird das Integral 3 vom Anfangspunkte bis zum Endpunkte dieses 
Theils auf der linken Seite desselben erstreckt, und zwar wird das Blatt, von 
welchem die Integration ihren Ausgang nimmt, so gewählt, dass der an einem 
dem Hauptschnitte der Fläche T“’ angehörigen Abschnitte des Theiles befind- 
liche Integrationsweg im oberen Blatte verläuft. Ueberschreitet der Integrations- 
weg eine Curve A längs einer Linie, welche dieser Curve vorangeht, so ist ein 
Integrationsweg einzuschalten, welcher den nachfolgenden Theil der letzteren 
umgiebt. Die so gebildeten n—1 Integrale heissen die Periodicitätsmoduln 
des Integrals z in der Fläche T*). 

Für die Fläche T“ sind demnach die Periodicitätsmoduln die an den 
Theilen des Hauptschnitts dieser Fläche auf der linken Seite derselben vom 
Anfangspunkt bis zum Endpunkt im oberen Blatte sich erstreckenden Integrale. 

Ein Periodicitätsmodul der Fläche 7” repräsentirt in Verbindung mit 





*) Diesen Namen führen zwar gewöhnlich die doppelten Werthe unserer Integrale, 
allein dieser Unterschied ist für das Folgende gleichgültig. 
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der Schaar der in den verschiedenen Flächen 7 auf den entsprechenden Theil 
der Hauptschnitte derselben bezogenen Periodicitätsmoduln eine bestimmte 


Function von u. 


3. 

Die Periodicitätsmoduln sind in der Umgebung eines von den Ver- 
zweigungswerthen der Fläche S verschiedenen Werthes von # continuirlich 
und eindeutig. In der That sei « ein von den Verzweigungspunkten der 
Fläche $ verschiedener Punkt und «= u-+0 ein beliebig wenige davon ver- 
schiedener, T und T’ resp. die zugehörigen Formen der Fläche T. Ferner 
mögen ein Paar dem Werthe z entsprechende Verzweigungspunkte «a, und «a, 


während des Ueberganges von «# nach « resp. auf den Curven A, und A, 
in a, und a, übergehen. Ist Z der Theil des Hauptschnittes von 7T zwischen 


a, und a,, so ist die Curve, welche der Reihe nach aus A;,, /, A, zusammen- 
gesetzt ist, der entsprechende Theil des Hauptschnitts der Fläche T’. Der 
Theil des Periodieitätsmoduls längs / in T’ ist mit abnehmenden d beliebig 
wenig von dem Periodicitätsmodul längs / in T verschieden, während die In- 
tegrale längs A, und A,, weil diese Curven mit Ö beliebig klein werden, und 
weil « kein Verzweigungspunkt der Fläche S ist, selber mit Ö beliebig klein 
werden. Hieraus folgt aber ‘die Stetigkeit des Periodieitätsmoduls zwischen 
a, und a,. 

Macht « um einen von den Verzweigungspunkten der Fläche S ver- 
‚schiedenen Punkt einen in der Umgebung desselben befindlichen Umlauf, so 
kann die Fläche dieses Umlaufes so klein gewählt werden, dass die Punkte 
A, Ay . .. a, beliebig kleine, ganz aus einander liegende vollständige Umläufe 
vollziehen. Ist / ein Theil des Hauptschnittes der Fläche T zwischen «a, und 
a,, 50 besteht in der nach dem Umlauf resultirenden Fläche T’ der ent- 
sprechende Theil des Hauptschnitts der Reihe nach aus der kleinen von a, 
beschriebenen Peripherie, aus /, und aus der kleinen von a, beschriebenen 
Peripherie. Da aber in der Fläche T’ ausserhalb der von den Punkten 
dis ps ».. a, beschriebenen Umläufe s im oberen und unteren Blatte den- 
selben Werth hat wie resp. in den über demselben Punkte der @-Ebene be- 
findlichen Punkten des oberen und unteren Blattes von T, so folgt, dass der 
Theil des Periodiecitätsmoduls längs / in beiden Flächen denselben Werth hat. 
Die Theile des Periodicitätsmoduls in T’ längs den beiden Peripherieen sind 
aber, weil der Umlauf von u um einen von den Verzweigungspunkten der 
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schnitts der Fläche T“” von einer der Curven A geschnitten wird, der erstere 
sehe der letzteren in Bezug auf den Durchschnittspunkt voran. — In beiden 
Fällen heisst der Theil der Curve A, welcher nach dem Durchschneiden mit 
der vorangehenden Curve entstanden, der nachfolgende Theil. 

Die beiden Verzweigungspunkte, welche einen Theil des Hauptschnittes 
einer Fläche T abgrenzen, wollen wir in willkürlicher Weise als Anfangs- 
und Endpunkt desselben von einander unterscheiden, jedoch so, dass in allen 
Flächen T sowohl die Anfangspunkte als auch die Endpunkte entsprechender 
Theile entsprechende Verzweigungspunkte sind. 

Bewegt man sich auf der z-Ebene längs eines Theiles des Haupt- 
schnittes vom Anfangspunkte desselben zum Endpunkte hin, so sollen die linke 
und die rechte Seite dieser Bewegung auch die linke und die rechte Seite 
dieses Theiles genannt werden. — 

Es sei nunmehr 


z) 
ee, 


wo f(x) eine ganze rationale Function von x und a bedeutet, so ist das Integral 


3 = /ydz 


in jeder Fläche 7 bestimmt, wenn der Integrationsweg vorgezeichnet wird. — 
Längs eines jeden im Endlichen verlaufenden Theils des Hauptschnitts einer 
Fläche T wird das Integral 3 vom Anfangspunkte bis zum Endpunkte dieses 
Theils auf der linken Seite desselben erstreckt, und zwar wird das Blatt, von 
welchem die Integration ihren Ausgang nimmt, so gewählt, dass der an einem 
dem Hauptschnitte der Fläche T“” angehörigen Abschnitte des Theiles befind- 
liche Integrationsweg im oberen Blatte verläuft. Ueberschreitet der Integrations- 
weg eine Curve A längs einer Linie, welche dieser Curve vorangeht, so ist ein 
Integrationsweg einzuschalten, welcher den nachfolgenden Theil der letzteren 
umgiebt. Die so gebildeten a—1 Integrale heissen die Periodicitätsmoduln 
des Integrals z in der Fläche T*). 

Für die Fläche T® sind demnach die Periodieitätsmoduln die an den 
Theilen des Hauptschnitts dieser Fläche auf der linken Seite derselben vom 
Anfangspunkt bis zum Endpunkt im oberen Blatte sich erstreckenden Integrale. 

Ein Periodieitätsmodul der Fläche 7 repräsentirt in Verbindung mit 





*) Diesen Namen führen zwar gewöhnlich die doppelten Werthe unserer Integrale, 
allein dieser Unterschied ist für das Folgende gleichgültig. 
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der Schaar der in den verschiedenen Flächen 7 auf den entsprechenden Theil 
der Hauptschnitte derselben bezogenen Periodieitätsmoduln eine bestimmte 
Function von ı. 


3. 


Die Periodicitätsmoduln sind in der Umgebung eines von den Ver- 
zweigungswerthen der Fläche S verschiedenen Werthes von # continuirlich 
und eindeutig. In der That sei « ein von den Verzweigungspunkten der 
Fläche S verschiedener Punkt und «= u+.0 ein beliebig wenig davon ver- 
schiedener, T und T’ resp. die zugehörigen Formen der Fläche T. Ferner 
mögen ein Paar dem Werthe « entsprechende Verzweigungspunkte «a, und «a, 
während des Ueberganges von « nach « resp. auf den Curven A, und A, 
in a, und a, übergehen. Ist Z/ der Theil des Hauptschnittes von 7 zwischen 
a, und a,, so ist die Curve. welche der Reihe nach aus A,, /, A, zusammen- 
gesetzt ist, der entsprechende Theil des Hauptschnitts der Fläche T’. Der 
Theil des Periodieitätsmoduls längs / in T’ ist mit abnehmenden d beliebig 
wenig von dem Periodicitätsmodul längs / in 7 verschieden, während die In- 
tegrale längs A, und A,, weil diese Curven mit d' beliebig klein werden, und 
weil « kein Verzweigungspunkt der Fläche S ist, selber mit Ö beliebig klein 
werden. Hieraus folgt aber ‘die Stetigkeit des Periodieitätsmoduls zwischen 
a, und a,. 

Macht « um einen von den Verzweigungspunkten der Fläche S ver- 


‚schiedenen Punkt einen in der Umgebung desselben befindlichen Umlauf, so 


kann die Fläche dieses Umlaufes so klein gewählt werden, dass die Punkte 
4, Gy -. . a, beliebig kleine, ganz aus einander liegende vollständige Umläufe 
vollziehen. Ist ! ein Theil des Hauptschnittes der Fläche T zwischen a, und 
a,, So besteht in der nach dem Umlauf resultirenden Fläche T’ der ent- 
sprechende Theil des Hauptschnitts der Reihe nach aus der kleinen von a, 
beschriebenen Peripherie, aus /, und aus der kleinen von a, beschriebenen 
Peripherie. Da aber in der Fläche T’ ausserhalb der von den Punkten 
dis Gr» ».. a, beschriebenen Umläufe s im oberen und unteren Blatte den- 
selben Werth hat wie resp. in den über demselben Punkte der x&-Ebene be- 
findlichen Punkten des oberen und unteren Blattes von T, so folgt, dass der 
Theil des Periodicitätsmoduls längs / in beiden Flächen denselben Werth hat. 
Die Theile des Periodicitätsmoduls in T’ längs den beiden Peripherieen sind 
aber, weil der Umlauf von u um einen von den Verzweigungspunkten der 
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Fläche S verschiedenen Punkt geschieht, mit diesen Peripherieen verschwindend 
klein. Demnach sind die Periodicitätsmoduln an den entsprechenden Theilen 
der Hauptschnitte in T und T’ einander gleich. Hieraus ergiebt sich, dass 
der Periodieitätsmodul in der Umgebung eines von den Verzweigungspunkten 
der Fläche S verschiedenen Punktes x eindeutig ist. 


4. 


Es sei n ein Periodicitätsmodul zwischen a, und a, für irgend einen 
von den Verzweigungswerthen von S verschiedenen Werth, das heisst das 
Integral z = /y dx erstreckt über eine in No.2 angegebene von a, nach a, 
führende Linie in der zu diesem Werthie von « gehörigen Fläche T. Man 
erstrecke das Integral 3 in T über eine geschlossene Curve g, welche den 
Integrationsweg von ») derart umgiebt, dass sie durch keinen der Verzweigungs- 
punkte hindurchführt und dass innerhalb derselben keine Verzweigungspunkte 
sich befinden, durch welche ) nicht hindurchführt, und bezeichne dieses Integral 


mit S yaz, so ist 
1) m=4/ yaz. 


Da x von den Verzweigungspunkten der Fläche S verschieden ist, so können 
die Dimensionen dieser Curve g bei hinlänglich kleinem d so gewählt werden, 
dass sie mit einer geschlossenen Curve, welche den Integrationsweg des 
Periodicitätsmoduls 7’ an dem entsprechenden Theile des Hauptschnittes einer 
zum Werthe «+0 gehörigen Fläche T’ in ähnlicher Weise wie q den Weg 
von n umgiebt, in der z-Ebene sich deckt. Bezeichnet man alsdann das In- 
tegral, welches über die Curve g in T’ erstreckt ist, mit / "yaz, wo y' und 
y demselben x zugehörige Werthe in den entsprechenden Blättern von T 
und 7’ sind, und setzt man y’ =y-+&Ay, so ist 


(2.) 7 pe ı/ ydz, 


(3.) Sydz = / ydr+f Ayda. 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, da y in keinem Punkte von g unendlich wird, 


w L dy 0 
(4.) lim 1 (für d=0) =, = / de. 


Da ebenso = so wie alle folgenden Ableitungen von y nach x in keinem 
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Punkte von qunendlich werden, so ergiebt sich auf dieselbe Weise für jede Ordnung A 


. d’n or 
(Q.) — 4 / —— I de. 


ou* 

Es sei b einer der Verzweigungspunkte der Fläche S, und möge « in 
dessen Umgebung von einer Anfangslage „“” aus einen Umlauf vollziehen, so 
werden die Grössen a,. @. ... a, im Allgemeinen in Gruppen zerfallen. 
derart, dass die Glieder einer Gruppe nach dem Umlaufe von x evelisch in 
einander übergehen. Es können auch alle Grössen a eine einzige Gruppe 
bilden, und einzelne Gruppen nur ein einziges Glied enthalten. Der Anfangs- 
lage u“ entspreche die Fläche T, und diese wandle sich nach dem Umlauf 
von « in T' um. Die Curven, welche in der z-Ebene von einer Gruppe @ 
der Verzweigungspunkte a,, @, ... a, beschrieben werden, bilden die Be- 
srenzung eines geschlossenen Raumes, welcher denjenigen Punkt & umschliesst, 
mit welchem die Glieder der Gruppe @ für u=b zusammenfallen. Diese ve- 
schlossenen Räume können theilweise zusammenfallen. In den über demselben 
Punkte der z-Ebene befindlichen Punkten der Flächen T"> und T’ sind die 
Werthe von s im oberen und unteren Blatte der einen resp. denen im oberen 
und unteren Blatte der anderen entweder gleich oder entgegengesetzt, day (x, «) 
eine symmetrische Function der Grössen a,.@,,... a, ist. Ersteres findet allemal 


statt für einen Punkt x ausserhalb der von a,, @, ... a, gebildeten Räume, 


dagegen wird letzteres innerhalb dieser Räume erfolgen, wenn in dem Werthe 
e”"g(x, u), in welchen p/x,«) nach einem Umlaufe von v um b übergeht, % 
eine ungerade Zahl ist. — Ein Periodieitätsmodul des Integrals z in der Fläche 
T' kann demnach als ein Integral angesehen werden, welches in der Fläche T 
zwischen zwei Verzweigungspunkten sich erstreckt, d. h. als eine Summe von po- 
sitiven oder negativen ganzen Vielfachen der Periodicitätsmoduln in der Fläche T. 

Die Periodicitätsmoduln als Functionen von « haben daher die Eigen- 
schaft, nach einem Umlauf von # um einen Verzweigungspunkt der Fläche S 
in lineare homogene Functionen mit ganzzahligen Coellicienten ihrer ursprüng- 
lichen Werthe überzugehen. 

Im Allgemeinen bleiben die Periodieitätsmoduln auch nicht unverändert, 


wenn a einen Umlauf um » macht, selbst wenn letzterer Punkt nicht zu den Ver- 


zweigungspunkten der Fläche S gehört. Man zeigt ebenso wie für diese Ver- 

zweigungspunkte, dass jeder Periodicitätsmodul in eine lineare homogene Function 

mit ganzzahligen Coefficienten der ursprünglichen Periodicitätsmoduln übergeht. 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 13 
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6. 


Es muss nunmehr die Art der Unstetigkeit der Periodicitätsmoduln in 
den Verzweigungspunkten der Fläche S und für «= » näher untersucht wer- 
den. — Es bedeute /7 das Product der Differenzen der Wurzein der Gleichung 
y(z,u) =0*), und man setze an die Stelle jeder Differenz a,—a, den gleich- 
werthigen Ausdruck a,— x —(a,— x), so lässt sich /7 auf die Gestalt bringen: 


A, 4 
1) T7= Ekh(a—-2)'(a.-—-z)*...(,—x)”, 
eine Summe, in welcher der Coefficient %k, jedes Gliedes eine positive oder 
negative ganze Zahl und die Exponenten 4,,%,,.... A, von einander verschiedene 


positive Zahlen aus der Reihe 0, 1,2, ... 2—1 sind, deren Summe gleich I» (n—1). 

Der Quotient irgend eines Gliedes der Summe (1.) durch yy(x, u) hat 
die Gestalt: 

2) AP la)... (0 

Ist keiner der Exponenten 4 gleich Null, so wird der Ausdruck (2.) für keinen 
der Werthe a, &, ... a, unendlich. Ist einer davon, A,. gleich Null. so 
sind die übrigen von Null verschieden, der Ausdruck (2.) ist endlich für 
Ay, Ay, ...A,_, und unendlich wie (e—a, * für a. — Wenn mehrere der 
Grössen a gleich «a, werden, so würde der Ausdruck (2.) auch für «a, nicht 
unendlich werden. 

Ist 7 ein Periodieitätsmodul, so hat man 


ı u ei Ve A j a4 m 
(3.) IT. n= (NER fan)" (0): 3...(0,—a)"!.fla)de, 


die Integrale bezogen auf ein und dieselbe in No.2 festgesetzte Linie zwischen 
zwei Verzweigungspunkten. Demnach ist /7.n auch in den Verzweigungs- 
punkten der Fläche $ nicht unendlich. Ist 5 einer dieser Verzweigungspunkte, 
so ist // in der Umgebung desselben von der Gestalt (u—b)?. II’, wo f eine 
positive Zahl und /7’ eine in der Umgebung von 5 eindeutige, endliche und 





! 
*) Ist w(u) der Coeffiecient von 2" in g(z, u), so führt die Substitution z = ve) 
» » ' ) 
das Integral ee über in ein anderes der Form w(u)“ Fe ‚ wo u so 
| YF(@ u) Yp.@, u) 
sewählt ba kann, dass f,(@') und @,(z', u) wieder ganze rationale Functionen von 
z' und u sind, und in letzterer der Coetficient von x” gleich Eins. Da die Eigen- 
schaften des Factors w(u)“ bekannt sind, so kann der Einfachheit wegen überall vor- 
ausgesetzt werden, dass der Coefficient von ©” ın p(z,u) gleich Eins ist. 
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eontinuirliche Function bedeutet. die für «= b von Null verschieden ist. D 
werden die Periodieilätsmoduln in den Verzweigungspunkten b der Fläche S 
so unstetig, dass sie mit einer bestimmten Potenz («—b)” multiplieirt für «= b 
nicht mehr unendlich sind. 

Ist «” die höchste Potenz von a in f(x). so wird für jeden Periodicitäts- 
modul >;, als ein im Endlichen verlaufendes Integral, jedenfalls «”".», für u x 
nicht mehr unendlich. 

©, 

Theils zur Erläuterung des Vorhergehenden, theils für den späteren 

(Gebrauch betrachten wir den besonderen Fall, dass 


p(z,u) = (e-k)(a—k)... (ek) —u), 
wo A, Ars... k,_, von « unabhängige und von einander verschiedene Grössen 
sind. — Die Fläche S besteht aus » über einander liegenden Blättern, in 
deren a—1 resp. die Werthe A, i,, ... A,_,. in einer aber der Werth « 
sich befindet. In den Punkten v=k, u=l,,..... u=k,_, Sind also zwei 


der Wurzeln der Gleichung y(r,«u) =0 einander gleich, eine Verzweigung 
der Fläche S findet jedoch in ihnen nicht statt. 

In jeder Fläche T werde der Hauptschnitt der Reihe nach durch x, 
in Me sn Bass 


oder ungerade ist. Als Anfangspunkt des ersten Theiles werde ferner «, und 


‚ oder a, A, Aa, ... A, © geführt, je nachdem » gerade 


als Anfangspunkt irgend eines zwischen %, und %,,, enthaltenen Theils k, be- 
trachtet. Die Hauptschnitte verschiedener Flächen T unterscheiden sich daher 
nur in ihrem ersten Theile. 

Es sei u” ein Punkt in der Umgebung eines Verzweigungspunktes Ä;,, 
und es mache a von u” ausgehend um diesen Verzweigungspunkt einen in 
dessen Umgebung befindlichen vollständigen Umlauf U, wodurch die Fläche 
T", welche der Anfangslage von « in a“ entspricht, in die Fläche T’ ver- 
wandelt wird, so besteht der erste Theil des Hauptschnitts der letzteren Fläche 
aus der geschlossenen Curve U, in der ihrer Erzeugung entgegengesetzten 
Richtung genommen, und aus dem ersten Theile des Hauptschnittes der Fläche 
T®. — Wir können der Einfachheit wegen annehmen, dass der Hauptschnitt der 
Fläche T® sich nicht selbst durchschneide. 

Für einen Werth x innerhalb U geht e—u in e’”'(e—u) über, wenn 
a seinen Umlauf macht, während die übrigen Factoren von Y(z,u) unver- 
ändert bleiben, demnach geht s in —s über. Für einen Werth x ausserhalb 


U bleibt s unverändert. Es stimmen daher die Werthe von s der oberen und 
13” 
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unteren Blätter resp. von T“ und T’ über demselben Punkte der x-Ebene 
mit einander überein oder sind entgegengesetzt, je nachdem der Punkt x 
ausserhalb oder innerhalb U sich befindet. 

Ist nunmehr 


Q ern 


2 


wo fix) eine ganze rationale Function von x und « bedeutet, so befinden sich 
die Curven, über welche die Periodicilätsmoduln des Integrals = /y dz in 
der Fläche T“ erstreckt sind, alle im oberen Blatte. Bezeichnen wir die 
Periodieitätsmoduln in T“ resp. zwischen a’ und A, k, und k,,..., Ak, 
und 4,_, mit (a, Ak). (Ki, ha), .-- (huas ku), ebenso ein im oberen Blatte 
von einem Verzweigungspunkte a nach einem Verzweigungspunkte db, die noch 
nicht durch den Hauptschnitt mit einander verbunden sind, erstrecktes Integral 
mit (a, b),. und die Werthe, in welche alle diese Grössen nach einem Umlaufe 
von x um %, übergehen, d. h. die entsprechenden Periodieitätsmoduln und Integrale 
in T’, indem wir diese Zeichen mit Accenten versehen, so ist für A=2, 3, ... n—2 

(1.) wW,h) = -2(W, k)+(W, kı), 

(9*.) (Ku; kur) m (hy, Kurı)s 
für u=1,2,...2—2, i+1,...2—2 

1) (nr) = 3W, k)—(w, kn), 

(1°.) (k,kır) = (W,k)+(W, ky,ı). 
Nun ist 

(2) (WA) = (W,k)+(knk)+(k,i,)+ + (ku, %,) 
für «= 1,.2,...»n—1, daher erhält man aus (1.) bis (1“.) 
(3.) (W,k) = —(w, k)—2(k, R)+ (ke, k)+ + (in, Ai)t: 
3°) (kur) = (kuskur)s 
für u = 1,2,...4—2,4-+1,...n—2 
(3°.) (A,-ı ’ k;) =? a, kı)+ (Ay, k,) + (Ar, k;)+t + (ki, k)$+3(kı-ı b) k;)» 
(3°) (kn, hy) =? (WW, kı)+ (A, 2)+ (2, k;)+ + (An k)t+ (kr, kırn). 
Für 2=1 ist 
(4.) (w,k,) = (a, kı), 
(4) (us Kur) = (Kun Kurı)s 
für u=2, 3, ....n—?2 
(4) (k,i) = 2 (wW, kı)+ (kı,h.). 
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Für A=n-i gelten die Formeln (3.) bis (3°.), während die Formel 
(3°.) nicht in Betracht kommt. 

Macht einen Umlauf Y um x, so bildet die Aussenseite desselben 
einen Umlauf um die Punkte %,, A, :.. A,_ı:- Die über demselben Punkte 
der z-Ebene befindlichen Werthe von s in den oberen und unteren Blättern 
resp. der ursprünglichen Fläche T“’ und der nach dem Umlaufe von x ent- 
standenen Fläche T’ sind übereinstimmend oder entgegengesetzt, je nachdem x 
innerhalb oder ausserhalb Y sich befindet. Wir können wieder der Einfach- 
heit wegen annehmen, der Hauptschnitt der Fläche T“’ durchschneide sich 
selbst nicht. Wendet man hier dieselben Bezeichnungen an, wie oben, so ist. 


wenn n gerade 

5.) A) = (W,k)+21(k,,k)+(k,k)+..+(. kN! 
wenn » ungerade 

(5°) (@, Ak) = 2l(k,k)+ (3, k)+-+(k,_, ku) — (wW, kı) 


und in beiden Fällen 


(6.) (Bis kur) e. —(f,, ku41) 
für u =1,2,...n—2. 
8. 
Es seien in irgend einer Fläche T der Reihe nach a. &, ... a,_, 
die Anfangspunkte und &, a;, ... a, die Endpunkte resp. des 1ten, 2ten, ,, 
(»a—1)ten Theils des Hauptschnitts, 7,, 72, ... ?„-ı resp. die auf diese Theile 


bezogenen Periodicitätsmoduln. Wir umgeben den Integrationsweg eines jeden 
derselben in der in No. 4 angegebenen Weise mit geschlossenen Curven 
dıs Q2y +» Qu-ı. Je nachdem » gerade oder ungerade, wird durch q,, 9»... Qu_. 
oder durch 9, 95» --- 9. die Fläche 7 in eine einfach zusammenhangende 
T' zerlegt. Es ist ferner, wenn man das nach No.4 über g, erstreckte In- 


tegral mit / "bezeichnet. 





A) 
| ni = ıfyda, 
(4) 
(1.) 
d#n = o#y 
ei u 4 SH de. 


Es sei nunmehr von den Periodieitätsmoduln 7,, 92, -.. 7" eine Anzahl p 
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nämlich 7,1, 972... .n, linearunabhängig, d. h. so beschaffen, dass eine Gleichung 
(2.) emtoEm+t'"t+c,n, — 0 

mit von « unabhängigen Coefficienten c,. &, ... c, für einen endlichen Theil 

der «-Ebene nicht identisch stattfinden kann, während die übrigen 7 sich als 


lineare homogene Functionen von 7,, a» ... 7, mit von a unabhängigen Coef- 
fieienten ausdrücken lassen. Man bilde eine lineare homogene Differential- 
gleichung 


’ dr'm 
(3.) a 2 e+ß pl du ln Er +Pun = Bir 0, 


welcher die p Functionen ,, %7s» . » - 7,, folglich sämmtliche Periodieitäts- 


moduln genügen, und setze 


= ß, 


so repräsentirt die Gleichung (3.) nach No. 4 und den Gleichungen (1.) dieser 
Nummer folgendes System von »—1 Gleichungen: 


oPy | BD. 


Zur T dw rt Pog 


(4.) J Ya = 0 
für =1,2,...n2—1. 

Für ein gerades » ergeben die a—2 ersten derselben, dass Ya in 
der Fläche T’ beim Ueberschreiten eines der Querschnitte, welche die Fläche 
T in die einfach zusammenhängende Fläche T’ verwandeln, ungeändert bleibt; 
die letzte Gleichung (4.) enthält die Bedingung dafür, dass das Integral [Yaz 


für = x nicht logarithmisch unendlich werde. 
Für ein ungerades » enthalten die a—1 Gleichungen (4.) die Bedin- 


gung. dass /Ydx beim Ueberschreiten der Querschnitte ungeändert bleibt. Das 


Integral /Yaz kann überhaupt für @= ® nicht logarithmisch unendlich werden. 


In beiden Fällen also drückt das System der Gleichungen (4.) aus, dass 
Ydxz eine in der Fläche T überall eindeutige Function ist, die nur eine 
endliche Anzahl mal unendlich von der ersten Ordnung wird, d.h. es ist 


fYdx eine rationale Function von z und s, also 
/ Yde = P+Rs, 


wo P und R rationale Functionen von x sind. Da aber Y selbst, wie leicht 
zu sehen, von der Form Z.s ist, wo Z eine rationale Function von x ist, so 





1 
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a 
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ergiebt die Differentiation der Gleichung (5.) 


coP _ oO 


OL 


Die Differentialgleichung (3.) ist daher gleichbedeutend mit dieser Gleichung: 





ap y 


(6) ß, ha pet = EB: m 


oe - 


wo R eine rationale Function von x bedeutet. Sind die Grössen 9 so be- 
stimmt, dass die Differentialgleichung (3.) durch sämmtliche Periodieitätsmoduln 
befriedigt wird, so bewirken dieselben auch, dass die linke Seite der Gleichung 
6.) der Differentialquotient einer mit s multiplicirten rationalen Function von 
x werde, und umgekehrt. 

Um daher die Anzahl p der linear unabhängigen Periodicitätsmoduln 
und damit die Ordnung der Differentialgleichung (1.) zu bestimmen, wird die 
niedrigste Ordnungszahl p aufgesucht, für welche die Gleichung (6.) bestehen 


f®) 
$ 





kann. Zu diesem Ende ist eine Reduction der Integrale / dx auf eine 


gewisse endliche Anzahl einfacher Integrale erforderlich. 


9. 


Zur Reduction der Integrale algebraischer Functionen der Form 


ie BL 


worin f(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, bedienen wir uns 
eines Verfahrens, welches mit demjenigen übereinstimmt, welches Herr Weier- 
strass in seinen Vorlesungen zur Reduction der elliptischen Integrale anwendet. — 
Dasselbe beruht auf der Formel, aus welcher Jacobi den Satz von der Ver- 
tauschung von Parameter und Argument bei den Integralen dritter Gattung 
hergeleitet hat (Bd. 32, pag. 185 dieses Journals). 

Es werde der Kürze wegen y(«) statt (x, «) geschrieben, und man setze: 














1 Yp() 1 Ye) 
(z,t)= ——— (tb, x un 
| ji 77 YP(@) a vp(t) 
so ıst 
(1.) Oy(z,t) ee Ott, x) Pr. ve 
ot O2 YpA)pe) 
wo 
1 ; h . " 
b= zn d-H@) Pla) (ta) -3-D)pH-Y@))]; 
indem 
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ist. eine ganze rationale Function von x und £ und zwar in Bezug auf beide 
vom Grade »—2 wird. Man setze daher 
B= A+A2+Ar°+--+4A rc", 

wo die Coeffiecienten A rational aus den Coefficienten von % (x) gebildet werden. 
Integrirt man die Gleichung (1.) nach t, so dass die Integrale für einen Werth 
x, verschwinden, so erhält man 

re 1 yYpQ u | — Ad 
m un: RTIO, MR 5. NE J Ye) dt + u ie ef 

IE Ypa@) Fa Ye) GR a-DyeW Yo)» KIOR 
Ist w(x) irgend eine Function von x, so bedeuten 
[Yr) | aa)" und [w(e)] | 


gg" 




















resp. die Coeffieienten von (e—a)" und x”” in den Entwicklungen von w(«) 

nach steigenden Potenzen von c—a und nach fallenden Potenzen von r. 
Dividirt man die Gleichung (2.) durch Yy(f), multiplieirt sie mit einer 

rationalen Function g(#), die für {= x, unendlich wird, so erhält man: 











1 
BE ;() 
a ’e@) > t Di 
3 ED [0]  ,2fs® Ya a] 
(2— z,) V4 (€) Y4 (£) (— x, 2.7, 0x Yp (f) ei (t—®) y (t) (G— 2, )-! 








| Bi Mm ! A,dt 
E- 
| YP@) & ° YpO+ Vo nö) 


Entwickelt man beide Seiten der Gleichung n nach fallenden Potenzen von 
t und integrirt derart, dass man den Integralen keine Constante hinzufügt, so 


10) >. af. Aa dt. 
v—t Ypla) 2 Yo) Tcch vr 


Multiplieirt man diese Gleichung mit g(£) und dividirt durch Yp(t), so folgt 


1 
Ye@) (5) 


(iz, “a 


erhält man 











(4.) 1 ° veO _ og 104g ve) dt-+ 














4 
(5.) 











_2 [© YP@) OD [Adi] | 
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Sind überhaupt z&,, ©, .... x, die Werthe, für welche g(?) unendlich wird, so ist 
in ' TO mg) 
(6. ) g(®) —— | I 1 1 5, | IN. | 
t—aıJlı 'TLla—t] I 
u ({—x,) 
! 


Bildet man daher die der Gleichung (3.) ähnlichen Gleichungen für ©,. r;.... x, 
und addirt die m Gleichungen zur Gleichung (5.),. so folgt 





























g9(€) " (xy) Be win; 
(7) Er. = 56, ER neh DE ae (Xz)VYp(x)). 
Yp(x) (C—H)Yyp(x) ı Yop(z& Or 
wo 
fe | 9 
| | Fr (i— 2, )=' 
n Pg(t) 7 A,dt gt) A,dt 
R, = 24 / =] [I /Z] ; 

(8.) ı VEn, VP Dan) PD VD 

| t 

y, . (D) * di g(t) dt 
| N (X ‚ı = >", | I — — 7 — | sa | I\ = j} j . u . 
ı Lyg (OD YEeOU-—-L) 4_ u 7% DI A—a)YE(f) 1 


t 


Ist x, eine der Wurzeln der Gleichung y(f)=0, so ist ©,=0. Betrachten 
wir daher nur solche rationale Functionen g(z). die nur für die Wurzeln 
A. As, ... a, dieser Gleichung unendlich werden, so verwandelt sich die Glei- 


chung (7.) in: 





i la n—?2 R ge Ö _ —— 
5) 7-2 HL, L2(Xe)/p@)), 
Yp(®) 0 Yyla) 9m \ va) 
wo in (8.) statt &,, &%, ... &„ Wurzeln der Gleichung y(f)=0 zu setzen 
sind. Es ist zu ersehen, dass die Grössen C,, 8, und die Coefficienten von 
X(xz) in Gleichung (8.) sich rational aus den Coelfflicienten von Y(z) und den 

Constanten in g(x) zusammensetzen. 


10. 


Zu dieser Reduction ist für unseren Gebrauch noch der Nachweis hin- 
zuzufügen, dass in der Gleichung (7.) voriger Nummer die Coeflicienten €, 


und &, einzeln verschwinden müssen, wenn en der Differentialquotient 
Yp\®X 
einer rationalen Function von z und Yy(x) sein soll. 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 14 
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Sind &,, &, ... z; die von a,, @%,... a, verschiedenen Werthe. für 
welche g(x) unendlich wird, und setzt man 
(2-2) (2 —-%)...(e—-z) = U(e) 


und 





w. OVP) _ Ze) 
2 (e—a) Ile)’ uhr = de), 





.. x . [ * . . . 
so müsste, wenn I _ der Differentialquotient einer rationalen Function von 











3,0, Yv@&) 
r und Yy(x) sein soll, 
En at Rn 


sein, was sich ähnlich wie in No.8 ergiebt; hieraus aber folgt: 

u u m = ((a)y(a)+ 40 (a)y (a). 
wenn die Ableitungen durch Accente bezeichnet werden. — Da nun Z(«) 
und @(x=) ganze rationale Functionen sind, so kann die linke Seite, folglich 
auch die rechte Seite der Gleichung (1.) für keinen endlichen Werth von x 
mehr als von der ersten Ordnung unendlich werden. Hieraus ergiebt sich 
aber, dass O(x) nur für die Wurzeln der Gleichung g(z)=0 unendlich wer- 
den kann, dass demnach Z(x2)+//(z) G(x), folglich Z(x) durch //(x) theilbar 
ist; dieses erfordert aber, dass Z(x) identisch verschwindet, d.h. 


== +- =6=0. 





Die Gleichung (1.) geht daher über in: 
2.) Ga) = Od) +rOLE)y R). 
Es ergiebt sich leicht, dass Q(x) für keinen endlichen Werth unendlich werden 
kann, ohne dass auch für denselben Werth die rechte Seite der Gleichung (2.) 
unendlich wird, dass also Q(x) eine ganze rationale Function ist. Bezeichnet 
man den Grad derselben mit «, so ist der Grad der rechten Seite der Glei- 
chung (2.) gleich u+r—1, da die Summe der Coefficienten der höchsten 
Potenzen in den beiden Summanden derselben nicht Null sein kann. Nun ist 
aber der Grad von @(x) der Voraussetzung nach der (a—2)t°, daher erfordert 
die Gleichung (2.), dass O(x), also auch @(x) identisch verschwinde, d. h. 


eher = Rd. 


für 


on 
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11. 
Es sei wieder, wie in No.2—8, 
f(x) 











ie 2 
Yp(z, u) 


wo f(x) eine beliebige ganze rationale Function von x und « bedeutet, so 
ist auf y und jede partielle Ableitung von y nach «» die Gleichung (9.) in No.9 
anwendbar. Man hat demnach für jeden Werth von a 

















Ja n—? 
(1.) A — 3: mertz -[X, (2) p( (T, ,u)]. 
wo 
ale 
1 ou Y (t, u) (d— - a,)-! ou Yy (t, u) = 
(2.) X) ia za dit r [| 0 /. — |] 
ur (u) u) (dt ou Js (t—z)ygp(t,u) Z 





. . (f) . N _ 2 > W 2 > 

unter y die Function I 2 verstanden. Die Grössen 8, und die Coeffi- 
Yp(t,u) 

cienten von X(x) sind rational aus den Coefficienten von f(x) und yix, «) 


zusammengesetzt, also rationale Functionen von u. 
Es seien P,_,. P,_: Bis Pu unbestimmte Grössen, und bilden wir 


die Function 
w—r 7 +Pı ou + PoY> 


our? 


ol 
Y — RR a ET 2 


our! 


so ergiebt die Gleichung (1.) 


C 


n—? Az b 
+7 En [A (a)yy(e, y(«, u)], 


3) Y= 8 _ 
" Yplz, u) 





Ww6 


4.) KL = Bas trans tt PoKos; 
X la) = Ban Kl) + Ba Ann) + HPA le). 
Soll Y der Differentialquotient einer rationalen Function von x und s sein, so 
hat man nach voriger Nummer »—1 Gleichungen zu erfüllen, nämlich 


5) 20-0, 80-0, 80, —=0. 


Im Allgemeinen, wenn nicht die Coefficienten von f(x) und p (x, w) besonderen 


Bedingungen unterworfen sind, werden sich aus diesem Systeme von Glei- 
14 * 








108 Fuchs, die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale. 


chungen bestimmte Werthe der Verhältnisse der Grössen P,_1» Pa»: - : Pi» Pi 
ergeben. Hieraus ergiebt sich nicht nur, dass die Ordnung p der Differential- 
gleichung (3.) in No.8, welcher sämmtliche Periodieitätsmoduln genügen, im 
Allgemeinen gleich »—1 ist, diese Differentialgleichung also im Allgemeinen 


die Form: 





z 1"? 
(6.) 3 "+ß n—2 4 Pon = V 


RR a et dw 
hat. sondern die Gleichungen (5.) können auch zur Bestimmung der Coef- 
ficienten derselben dienen. Im Allgemeinen sind also alle »—1 Periodieitäls- 
moduln linear unabhängig, d. h. im Allgemeinen findet keine Gleichung der 
Gestalt: 
amt &Nn+ +01 = 0 
mit von « unabhängigen Coeflicienten e in einem endlichen Theile der x- 


Ebene statt. 
Für einen geradzahligen Werth von » ist bekanntlich 


(7.) N—Net+ N — N4 u re tm — 2nie, 
2» . 1 o ni r 
wo & den Coelflicienten von — in der Entwickelung von y nach fallenden 


Potenzen von «x ist (s. Puiseux in Lioweille's Journal de Mathem. t. XV 
und XVI $. 47 und 51). Die Differentialgleichung (6.) hat also in diesem 
Falle ein Integral e, welches eine algebraische Function von «a ist. — Ist & 
von « unabhängig, so muss %,=0 sich ergeben. — Ist <= 0. so muss sich 
die Ordnung der Differentialgleichung (6.) um eine Einheit erniedrigen; setz! 
man in diesem Falle in den Gleichungen (5.) P,_ı = 0, so müssen die »—1 
Gleichungen zwischen den »—1 Unbekannten P,_, Pu, -:; P, mit einander 
verträglich bleiben. 

Wenn überhaupt zwischen den Coefficienten von f(x) und (x, «) 
derartige besondere Relationen stattfinden, dass man 9,_,=P,_.=""=P,_=0 
in den Gleichungen (5.) annehmen darf, ohne dass die »—1 Gleichungen mit 
einander unverträglich werden, sondern vielmehr alsdann p von ihnen die 
Verhältnisse der Grössen P,, Py-ıs --- Pu bestimmen, so dass P, von Null 
verschieden und die übrigen a„—p—1 Gleichungen eine Folge dieser p werden, 
so wird die Differentialgleichung, welcher sämmtliche Periodicitätsmoduln 
genügen, genau der pteu gg nämlich: 


| dr! 
8) that then = 0. 


an up 





P 


al -- 
im 


en 
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Es sind alsdann p der Periodicitätsmoduln linear unabhängig. während die 
übrigen sich als lineare homogene Funclionen derselben mit von x unabhän- 


ojeen Coeflicienten darstellen lassen. 


12. 
Es sei die Differentialgleichung niedrigster Ordnung. welcher sämmtliche 


Periodieitätsmoduln genügen, 





| ca ME u BE arz 
. 1. “p du D Bu p—1 dur u ee (Fu 7 0. 
! ar Br 7. " ' 
so sind die Grössen 7 R z ER = "ationale Functionen von x, da die 
p (’p Pp 


Coeffiecienten der Gleichungen (5.) in No. 11 sich rational aus den Coeffieienten 
von fix) und p(x, u) zusammenselzen. 
Die singulären Punkte der Differentialgleichung 1.) oder diejenigen 


m @) 
up . 7 .. { —I In —? Po 

Punkte. für welche eine oder mehrere der Grössen ——. u; „+ —- u- 
‚p Pp Pp 


endlich werden, zerfallen in wesentliche und ausserwesentliche (A. B.68 No. 8). 
Die ersteren sind die Verzweigungspunkte der Fläche S, die letzteren hangen 
von der Beschaffenheit der Function f(x) ab. Dieses ergiebt sich daraus, dass 
die Integrale der Differentialgleichung (1.) überall ausser in den Verzweigungs- 
punkten der Fläche S eindeutig, endlich und continuirlich sind (nach No. 3). 

Da aber nach No. 6 die Integrale in einem Verzweigungspunkte 5b der 
Fläche S und im Unendlichen nur so unstelig werden, dass sie resp. mit be- 
stimmten Potenzen von «—b und von « multiplieirt nicht mehr unendlich sind. 
so ergiebt sich (A. B.66 No. 4 und B. 68 No. 3), wenn man die sämmtlichen 





singulären Punkte mit &,, &, ... «@, bezeichnet und 
v= (u—a)(u—@)...(u—0,) 
setzt: 
(2.) Pr=i _ Fae-nw) 
Pp w' 


wo mit F,(a) eine ganze rationale Function von «#, höchstens vom Grade ı 
bezeichnet wird. 


13. 
Nach der vorigen Nummer hat die Diflferentialgleichung, welcher sämmt- 
liche Periodieitätsmoduln genügen, wenn sie von der Ordnung p ist, die Gestalt: 








1.) d’n  F,-ı(u) de-'!n nr Frge-n(u) den +... Pen , =(. 


duP 7 duP-! w’ dur? ayp 
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Die determinirende Fundamentalgleichung derselben (A. B. 68 No.4) in Bezug 
auf einen der wesentlich singulären Punkte « ist, wenn man 


u— a)“ kur 
BEER = P,(w) 


/ IT, 
setzt: 
ii r(r—1)(r—2)...(r—p-+1) 
u; (+ P,(e)r(r—1)...(r-p+2)+P;(e)r(r—1)...(r—p+3)+-"+P,(e) =. 
Theilt man die Wurzeln dieser Gleichung in Gruppen, derart dass in jeder 
Gruppe (R) nur solche sich befinden, deren Differenz eine ganze Zahl oder 
Null ist: und ist r diejenige Wurzel einer solchen Gruppe, deren reeller Theil 
nicht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel derselben Gruppe über- 
Iroffen wird. so giebt es ein Integral der Differentialgleichung (1.) der Form 
3.) © = (u-o)y(u), 

wo z(a) in der Umgebung von « eindeutig, endlich und continuirlich und in 
ce von Null verschieden ist (A. B. 66 No.4 und 5, B.68 No.4 Satz IV). 

Es seien 7,,. N. ... 7, die linear unabhängigen Periodieitätsmoduln. so 
bilden sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1.); man kann also 
p Constanten e,, €, ... €, So bestimmen, dass 

(4) v= an+an+--+c,n,.- 

Nach einer gewissen Anzahl s von Umläufen von « um « kehren die sämmt- 
lichen Werthe a,.@,....a, in sich selbst zurück. Bezeichnen wir die zur Dar- 
stellung von yy .x,u) dienende Fläche für einen bestimmten Werth von « in 
der Umgebung von « mit T”, so wird jedenfalls die Form der nach t= 2s 
Umdrehungen entstandenen Fläche (nach No.1 und 5) mit T“ identisch sein. 
Der Definition der Periodieitätsmoduln als Functionen von « (in No.2) gemäss 
werden alsdann 7,. 7%. ... 7, nach 2 Umdrehungen von « um « um das 
Doppelte des Zuwachses derselben nach £ Umdrehungen vermehrt. Es möge 
7, nach £ Umdrehungen in 7, übergehen, so geht 7, nach 2 Umdrehungen 


ja 
in 2, +2 (m —n) = 27a —n, über. Bezeichnet man e””" mit 5, so ist nach 
(3.) und (4.) 


f p 7 p 
Et 
SalNı = SS Sala 
l 1 


| p 2 p 221 v 
22: C, Na Sala Na u, Zu lıNa: 


Aus diesen Gleichungen folgt 
2 _2841=0, 


d.h. 5=1, oder rt eine reale ganze Zahl. 





zug 


der 
der 
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rm 


in 
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Hieraus ergiebt sich, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung \2.) 


rationale Zahlen sind. 

Die determinirende Fundamentalgleichung in Bezug auf den singulären 
Punkt « ist der in (A. B.66 No.3 Gl. (6.)) definirten Fundamentalgleichung 
vom pten Grade zugeordnet, derart, dass das 2nifache der Wurzeln der er- 
steren die Logarithmen der Wurzeln der letzteren bilden. (A. B.68 No. 4) 
Hieraus ergiebt sich, dass die Wurzeln der zum singulären Punkt « gehörigen 
Fundamentalgleichung (A. B. 66 No.3 Gl. (6.)) sämmtlich Wurzeln der Ein- 
heit sind. 

14. 

Die Form der Integrale der Differentialgleichung (1.) in voriger Nummer. 
in der Umgebung eines wesentlich singulären Punktes « haben wir (vergl. 
A. B. 66 No. 3, B. 68 No. 4 Satz IV) folgendermassen festgestellt. Ist r die- 
jenige Wurzel der Gleichung (2.) der vorigen Nummer, deren reeller Theil 
nicht von dem reellen Theile einer anderen Wurzel, die sich mit ihr in ein 
und derselben Gruppe (A) befindet, übertroffen wird; und nimmt man an, dass 
diese Gruppe überhaupt 4 Wurzeln enthält, so giebt es eine zugeordnete Gruppe 
von 4 Integralen, von der Beschaffenheit: 

AR me (a—a) Eyyallog(u— a gg 
a=1,2R,... A, WO Pas Wars =: faa In der Umgebung von « eindeutige, 
endliche und continuirliche Functionen von x sind. die nicht sämmtlich für u « 
verschwinden. 

Zwischen diesen Integralen findet die Beziehung statt: 

2) © = wat Feat F+ tw. te". 
WO Wars Wars - ++ Wga—ı Üonstanten, und f(x) den Werth der Function f 
nach einem Umlaufe von x um « darstellt. 

Die Gesammtheit der den verschiedenen Wurzelgruppen (R) zuge- 
hörigen Integralgruppen » bildet ein Fundamentalsystem. 

Bezeichnet man dieses Fundamentalsystem mit ©,, ©, ... ®,, so läss! 
sich jeder Periodicitätsmodul 7, auf die Gestalt bringen: 


(3.) Na - Crdı tC6a%at + Cpdyy 


wo die Grössen c von « unabhängig sind. 
Nach einem Umlaufe von « um « verwandelt sich die Gleichung (3.) in 


4.) MS Cd tat t+0yd: 
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An die Stelle von , lässt sich (vergl. No. 5 und 11) eine lineare 
homogene Function mit constanten Coelflicienten der Grössen 71. m. ».. 7, 
und folglich auch der Grössen ®,, ©, ... ®, setzen. Andererseits lassen 
sich ®,,©%,...®, mit Hülfe der Gleichung (2.) ebenfalls als lineare homogene 
Funetionen mit constanten Coelficienten der Grössen ®,. ©, ... o, darstellen. 
Die Vergleichung der Coeffieienten resp. von ©,. ®%, ...o, auf beiden Seiten 
der so umgewandelten Gleichungen (4.) liefert p' lineare homogene Gleichungen 
für die p' unbekannten Grössen e,,. Ca» -.- Ey: 

Sind daher die Integrale © bestimmt. wodurch die Grössen w,, eben- 
falls bestimmt sind. so ist im Allgemeinen die Darstellung jedes Periodicitäts- 
moduls durch ®e,. ©, ... ©, durch die Gleichung (3.) bis auf eine Constante 
gegeben. Die letztere wird mit Hülfe des Werthes, den », oder », mit einer 
bestimmten Potenz von «a—« multiplieirt für «= « annimmt. 

Ein ähnliches Verfahren gilt für die Bestimmung der Form der Perio- 
dieitätsmoduln in der Umgebung von «= x. Man hat zu dem Ende (vergl. 
A. 66 No. 3) in der Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer « = 
zu setzen und die Integrale in der Umgebung von {=0O in Betracht zu ziehen. 


15. 
Die wirkliche Bestimmung der Coefficienten der Differentialgleichung. 
welcher die Periodicitätsmoduln genügen, mit Hülfe der Gleichungen (5.) in 
No. 11 wird jedoch meistentheils umständlicher sein als ein directes Verfahren, 
welches sich unmittelbar an die Gleichung (6.) in No. 8 anschliesst. 
Es werden nämlich » Grössen P,_ı» Pa» --: Pu bestimmt, derart 
dass die Gleichung 


0"? Y 


+ ”. 2 ds m? ; + +My = 


0 E 1 1y 











Bu (2)yp (z, u)], 


daw-! 
wo F\x) eine ebenfalls noch unbekannte rationale Function von x bedeutet. 
befriedigt wird. Es sei /, die erste der Grössen P,_1, Pu-as --- Pu, von 
,_, an gerechnet, welche dieser Bestimmung gemäss nicht Null sein darf, 
so ist die Ordnung der Differentialgleichung, welcher die Periodicitätsmoduln 
genügen, genau gleich p, und diese VE ERGR lautet: 


u drn 
2) +, Tr + Bm = 





Zur wirklichen Bestimmung der Grössen 5 werden die Differentiationen von 





— 
. IS 
* 


ın 
>n. 


art 


ei. 
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rf. 
ıln 


on 
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y nach # in Gleichung (1.) ausgeführt, dadurch nimmt d 
2n—I 
selben die Gestalt @ (x). y(xz,u) ° an,.wo@G 


Allgemeinen vom Grade m+(n—1)n 


Grössen P,_1> Ps -:- Pu lin 


Die rationale Function F 


von z im 
ar enthalten sind und m 
ist. — kann nur für 


yp(z, u) = O0 unendlich werden. Es sei daher 


so ergiebt sich: 


(3) G(x) 


we.) Be ..v 'z 





— 
| 
X 


Es ist r(x) eine ganze rationale Function, im 
m+(n—1)'; 


hoher Potenzen von z auf 


dieses ergiebt sich ähnlich wie in No. 10. 


gleich beiden Seiten 
m+n(n—1) 


der Verhältnisse der » Grössen 5 und der m+(n—1)- 











bedeutet. in 


Allge 


der Gleichung (3. 
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Integrale. 


ie linke Seite der- 


x) eine ganze rationale Function 


welcher die 


der Grad von f(x, 


die Wurzeln der Gleichung 


meinen vom Grade 
Die Vergleichung 


liefert 


+1 lineare homogene Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung 
1 Coeflicienten von r(x). 


16. 
Es werde jetzt der besondere Fall betrachtet, dass f\x) von x unab- 
hängig und 
p(z, u) = A,lc—k)(c—k)... (c—k_)(c—-u)=v(e)(c—u), 
wo A, und %,. Ä;. k,_, von « unabhängig sind. 
Es ist alsdann 
OR y ©. 
1) Zu > ale) ’Yy 2).fix), 
wo 
1.3.5...(2a—1) 
} — WE. SR Eu 
a Ja 
Setzt man daher 
P N In—1 
or!y a u -_— | 
(2.) IL + mar + +Py = Gla)(c-u) ° wie)”. f(x) 
\ / N n Dow N "oe * u; I oY nf f 
so ist 
(3.) Bis) A, 0,_1+ Pr (rau) + P,30, 3a u ++ N, lau)". 
Nun soll (s. Gl. (1.) vor. rin 
zn—l er 
\ \ oo © RT Bu? 
4) Gla)(z-u) * w(e)ifle) = —-[F(z)ygp(r, u) 
( (a) ra) fie) = — [F(@)yY | 
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sein. Setzt man 


F(z) = r(s) (2 - u)", 
so geht die rechte Seite über in: 
— Zu—I 
(za) ° wa) Lr (e)plr, W-+ Erle) ((2- u) wa) — (2n—3)w(®))], 
wo 
or (x) dıy (&) 
r \d) = _— a TOR BP nn 
OT ? dx - 
daher ist 
(9.) G(a)f(a)=r(a)y(e, u)+ Ira) [(c—u) we) — (2n—3)w(x)]. 


Der Grad « der ganzen rationalen Funclion r(x) wird folgendermassen er- 


mittelt. Wir setzen: 
r(z) = Rue“ +R,c"""+..- +R,, 


Y 2) nn A,x" - A, a -- em. -- A,; 
(au) wie) (Rn —S)w(z) = B,c""+B,2""+--+B,_ı. 
so erhält man 
n—+ U 
G (x) fi a ai =, C, gt re 


wo für a<u unda<n 
a—1 


(6. ) C, = =; ( u —) R, Ar, 2 4 B.-,—ı R, L. 


Da 
B, = —-(n—2R)A,, 





. ; f n—?2 
2) = RAlu-"] 


n 


und der Coelfficient von R,_, in C, gleich 


u 


| 2 
(8.) [« — n 3 . a+1]A,. 





Ist » ungerade, so ist €, stets von Null verschieden; man darf also « 
nicht grösser als m wählen. Da aber zur Bestimmung der Grössen / und der 
Coefficienten von r(.x) die durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von x 
auf beiden Seiten der Gleichung (5.) herzustellenden m-+n Gleichungen zu 
erfüllen sind, so darf auch im Allgemeinen « nicht kleiner als m gewählt 
werden. 

Ist » gerade, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

n— 2 


I) m > —— , so muss im Allgemeinen u = m angenommen werden. 


- 








u 


er 


zu 
il! 





- 
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j n— 2 6 ’ . 
2) m= u Es ist wieder «=m zu nehmen. Allein aus Glei- 
chung (7.) folgt alsdann, dass die rechte Seite der Gleichung (5.) vom Grade 
m+n— 2, dass also nach Gleichung (3.) %,=0. Es bleiben alsdann noch 


+) A 


m-+n—1 Gleichungen für die »„—1 Grössen 9,_1» P,_» --. Pı und die m-+-1 


Coefficienten R,. R,. ... R,.: 


3) m un Man nehme u —- 5 er Es ist alsdann ©, =0 (Gl. (7.)). 
Bezeichnet man u«—m mit d, so sind in den Gleichungen 
9.) 9G=0, G=(0, ... G=0 

nach (8.) die Coeflicienten von R,, R,,... R;_ı resp. —A,, —2Ay, :.. —d—1)A, 

von Null verschieden, daher geben die Gleichungen (9.) die Grössen R\. 

R,. ... R,_, durch R, ausgedrückt. Es bleibt auf der rechten Seite der 


Gleichung (5.) noch ein Ausdruck des (»+m—1)'®" Grades, und es sind noch 
m-+n Gleichungen zwischen den » Grössen 5 und den m-+-2 Grössen R,. 
R;, Ry,;ı, ... R,. Man kann daher noch eine Gleichung hinzufügen, welche 
ausdrückt, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (5.) durch 
x2— a theilbar ist. nämlich 
19.) . ziel) = © 

woraus sich ergiebt: 

Pi >=0. d. h. in diesem Falle ist die Dilferentialgleichung, welcher die 
Periodicitätsmoduln genügen, nicht höherer als (» — 2)!°" Ordnung. 

Die wirkliche Bestimmung der Grössen 9 aus der Gleichung (5.) wird 

am zweckmässigsten folgendermassen ausgelührt. Die Coefficienten von r(x) 


werden so bestimmt, dass die rechte Seite der Gleichung (5.) durch f(x), und 





. . i a n— 2 
im Falle eines geradzahligen », und zugleich m <_ —— „ ausserdem durch 
x—a theilbar sei. — Setzt man alsdann die ganze rationale Function von x 
IfpN (pp N Ifmııf; \ ı(p\ ww, =, Fr 
a r(z)yg(z, u) + srl) CT —Uu)V (T) — (en —o)Ww(la 
11.) ae DI SDHE EN | IUGE Hr un I(x), 


[(&) 


so ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) und (9. 


(12.) 1.2.3...6—1).0,_,ß._; = DC’ (u 


für © =1.2,...n, wo IT@V(x) die («—1)te Ableitung von ///x) nach x 


und // (x) die Function //(x) selber bezeichnet. 


15 * 
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17. 
Es sei % eine der Grössen Ä,. A», ... %,_, der vorigen Nummer und 


f(x) durch (2 — k)* theilbar, so folgt aus Gleichung (5.) voriger Nummer, dass 


1 Rz) = r(z)y(z,u)+4r(2)[(@ —- uw (2)— (2n—3)w(z)] 
| = r(2)y(z, W+r(a) Ay (a, uw)—(n—1)w(z)) 


den Factor (r— kA) enthält, dass also die Gleichungen 
#.) am re .:. DB 
wo die Ableitungen nach x durch obere Accente bezeichnet sind, erfüllt 
werden müssen. Aus den beiden Gleichungen (1.) und (2.) folgt aber successive: 
3) Hau Fo ..,; NR. 
Es ist also r(x) gleichzeitig mit f(x) durch (x —%k)* theilbar. 
Es sei nunmehr 
#) fi) = file).x(z), 
wo z(r) nur aus Potenzen von Factoren von w({x) zusammengesetzt ist, 
fi (x) aber keinen solchen Factor enthält, so ist r(x) durch (x) theilbar. 
Setzt man aber 
9) ri) = gel2).zie) 


\ 


so verwandelt sich die Function //(x) der vorigen Nummer in 














Eee + a NDw@)] 
(6.) Id) = — — Ä —< _——, 
\ , / an: f, (X) 
wobei zu bemerken, dass un -p(x,u) eine ganze ralionale Function 
von x ist. 
18. 

Ist insbesondere f,(x)=1. so erhält man aus Gleichung (6.) voriger 
Nummer | 
1.) HI(a)=eo(z)p(z,u)+o(z) | u. p(z,u)+ty(z,u)—(n—1) v(@)] 


(A.) Ist » eine ungerade Zahl. so folgt aus No. 16, dass o/x) von & 


. . y a u ” 
unabhängig ist. Ist » gerade und m (der Grad von 2 (x)) — —— , so ist 


ig 





o(x) wiederum von x unabhängige. In beiden Fällen also verwandelt sich die 


Gleichung (1.) in 
dlogxy (x) 


(4*.) He) = ME pe, u)+Agy (a, u)—(n—1)v (x) | . 
\ 30 2 )rT2 „u IV, 





von x unabhängig. 


wo 09, 





üll! 
ve: 


ist, 
ar. 


er 
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5) 
(B.) Ist » gerade und m <—— , so setze man nach 
Er \o(2) = (r—ua)o,(x) und 
II(z) = (e-u\TI (x). 


s i } en . 
el) = HEHE Tr tE, 
dloexy(x) _, | 1, Ä ı Ä 
(4.) te N ıp (2,u)— (n—2)v(a)= pe +yı® 
vn 
Fa \ Mh A 
\ II, 4 a,64 . 


so ist für a<n und a<rv 


a—I 
- ‘ r y r - R i 7 
ı) ( a 1. b ] N L 1 A, je t l 
ı ( n—4\) 
Insbesondere ist 7, = ‚m—( —;— )\ Au, also 


2.2 Y / P n 4 
(6.) C, ne. 2er vA,) &, = |» + m Zu | 6. 


In unserem Falle geht die Gleichung (5.) in No. 16, wenn man 


7.) G(a) = (t-u)G,(®) 
setzt. in 
8.) Gla) = HI (z 


über. Da aber @,(z) vom Grade »— 2. so darf der Grad von 


höher als »—2 sein. demnach muss sein 


‘ 


n— 


oder wenn man - 





— m gleich Ö setzt. 


9.) v 


2 


1, 


No. 16 


Nun bestimme man die Coefficienten « durch folgende Gleichungen 


se) Goa 


Da in diesen Gleichungen die Coefficienten von &. &. ... & 


mogen durch &, ausgedrückt. Es wird hierdurch /7, (x) 


sn a ee ; 


— (d—1)A, sind, so werden durch dieselben &,. &. 


/ n—19 
/I, (x) nich! 
‚ resp. —A,, 
€ 5 1 ho- 


vom Grade nr —2. wie 
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es sein muss. Die Gleichung (8.) ergiebt alsdann 
11.) 1.2.3... i 2). 0, lo; onen 7769 


für i=2,3,...n, (s. Gl. (12.) No. 16), da /,_, verschwindet. 


19. 
Ist z. B. » ungerade und 4 (x) = 1. so geht die Gleichung (1*.) voriger 


Nummer über in: 








(1.) II x oltyp (x, a) —(n—1)w(e)]. 
Nun ist 
op (x, u) dev (x) "ie 12 | 
(a) et (a) (a—1)/ 
( 2. U m ——— =i 2 J d —— ——— — (D—B)W (r) +aw (tr). 
’ or‘ dr“ da! I ro 
demnach 
® >} ! 2) 
T—- Sn To 
Aw u — yV)(a).0,. 


2, i—2n +2 . 

a an wur: = 
nach Gleichung (12.) No. 16 

(4.) A a A (a). O1. 


Für das elliptische Integral ist » gleich 3 zu setzen und 


9.) w(e) = (el). 
Aus Gleichung (4.) folgt 
6.) A=-WAuıa-No, Pı=-2(Ru-N)o, P=—:I9- 


Daher ist die Differentialgleichung, welcher die Periodicitätsmoduln genügen: 


U’ dr 
7) Wu) +2 a1) +17 = 0. 
du? du 1 


x 1 0. . . Y . - . . 
Setzt man «= — und „=xÖ, so verwandelt sich die Gleichung (7.) in die 
| - 


von Legendre gelundene Differentialgleichung : 


Y ya , 
er) z(ii—z ee (1—3x°) BR, — (. 
da’ Fr 


Für die hyperelliptischen Integrale erster Gatlung ist a=5. und 
8) wie) = z(l-e) (1-Hr)(1— ur). 
Aus Gleichung (4.) ergiebt sich 
A=--BrW)on A=-3vVW)on A=-—3 Zw (u)0,. 


{ Pı ee. 3 vw) (u)00. Po RER 16 ya) 


ger 


ie 
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Daher ist die Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln: 


t 3 2 
d'n a Be dn j d _ 
—+ 33V (a) — +23 u (u tiv” (we) Ivy (u) V. 
du‘ du ' ® du’ ie du 1 


10.) w(a) 
Transformirt man diese Differentialeleichung durch die Substitution x rn; 
n=zc, so erhält man eine Differentialgleichung für [, die mit derjenigen über- 
einstimmt, die sich als Resultat der Elimination ergeben würde eines Systems 
von vier gleichzeitigen Differentialgleichungen, welches mein Freund Koenigs- 
berger in den Mathematischen Annalen von Clebsch und Neumann Bd. 1. Heft 2 


veröffentlicht hat. 


2. 

Es werden jetzt die allgemeineren Voraussetzungen der No. 16 wieder 
aufgenommen. Die Ordnung der Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln 
wird niedriger als die (»—1)!*. wenn //(x) durch eine Potenz von x—u theilbar 
ist. — Es sei daher 

1.) Ika) = (z-u)'II,(«), 
wo /I,(xz) für =. nicht mehr verschwindet, so ist auch 

(2) rl) = 9(z)(r-W), 
wo @(x) für = u nicht mehr verschwindet. Dieses ergiebt sich ähnlich wie 
in No. 17 für eine Potenz von 2—%k. Es ist alsdann nach No. 16 GI. (11.) 
und No. 17 Gl. (1.) 


0, (zZ) (x, u) 0, (z)[4 (u, x) — (n—4—1) w(x | 


(3.) II, a)= - f(2) 





Nach Gl. (12.) in No. 16 ist daher 
I) Auer nah ge 
während /,_;_, von Null verschieden ist. Setzen wir zur Abkürzung 
n—ıi—1=p, 
so ist die Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln: 
ii 


den dr-!7 
(5 \ / ! .) \ ’) RR 
en er g 


wo nach Gleichung (12.) in No. 16 





(i+A)(i +4—1)...(i+1) j 
Gl he? RM a Mu I N 


‘ P 5 \ /) a G-+A)/,  E 
1.2.3...(642).0,_,ß,_, = IIC®(a) = 1.33.11 








er" 
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also 
6) 0,,1.2.3....ß,, = IT®(u 
1,2 p und 
de N\ > ba un . } 
(0°.) P2,%, = I,(w) 


Die Grössen 5 sind, abgesehen von einem gemeinsamen Factor, 


rationale Functionen von x, demnach sind die 


nur für diejenigen Werthe von a unendlich, 


Quolienten 


für welche 9, verschwindet, 
sind sämmtlich Wurzeln 


ganze 
. 

’ y fe 
P, Pr Pr 


ER 


d.h. 


Die unter ihnen befindlichen wesentlich singulären 


(3.) folgt: 


die singulären Punkte der Differentialgleichung (5.) 
der Gleichung /F, (u) =. 
Punkte sind k,. Ä5. ... #,_,. Aus Gleichung (6°.) und 
% / we IN 
5 Bud _(@n—24—5) v(a)g, (u) 
6 A < f(«) 


Ist k eine der Grössen Ä,,. ka, ... k,_, und f(x) 


bar, so ist (nach No.17) r (x), folglich auch o,(x) genau durch (x 
j ‚(u 
Im Allgemeinen wird alsdann rn 
u) 
so lange dieses stattfindet, jeder der Ausdrücke a 
’p 


unendlich sein. 
Nun ist: 











genau durch 


(u ae 


(2 — k)' theil- 
k)' theilbar. 


für «= % nicht mehr verschwinden, und 


-k) für «= % nicht 





u ee. Be Beier ee 
u PP» 0,—1 1, (u) %- L2n—RrA—30,(u) 2a—A—3 v(u) fi 
Es ist 
"w), BE we Be i 
in) (u—k)=r für u=k, 
Be) ' ' 
und so lanee 0, (u) für «= %k nicht verschwindet 
> fu) ‚ 
MAR 
(9.) Timer (uk) = : für u=h, 
PRnDe 
(u . 
lim A ro (u "A)=-1füru=sk, 
folglich nach Gleichung (8.) 
‚ P) 2p—?2T—2 0» up ZT - 2 
(10.) lim: a = Tu ue u =p-t—1. 


Da ferner 


a A; 
lim 7 (u- k) 
„p 


°—( für u=k, 


P» 
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so ist die zum singulären Punkte # zugehörige determinirende Fundamental- 
sleichung (s. No. 13 Gl. (2.)) 
r(r—1)(r—2)...(r—p+1)+(p-T—N)r(r—1)...(r—p+?2) = 0 
oder 
(11) r(r—-1)(r—2?2)...(r—p+?2)(r—r) = 0. 

Die Wurzeln derselben sind 0, 1. 2. ... p—2, r, und bilden dem- 
nach eine einzige Gruppe. 

Die zu derselben (A. B. 68 No.4 und No.7) gehörige Integralgruppe. 
welche mit ®,. ©, ... v, bezeichnet werden möge, bildet ein Fundamental- 
system der Dilferentialgleichung (5.). In No. 14 ist gezeigt worden, wie man 
die Periodieitätsmoduln durch dasselbe in der Umgebung von «= darstellen 
kann. Ebenso haben wir dort angeführt, wie die Darstellung der Periodicitäts- 


moduln in der Umgebung von @ = x vorzunehmen ist. 


21. 


Zum Schluss wollen wir für den Fall des elliptischen Integrals 








__ — —— — die Integralgruppen, welche den zu den verschiedenen 
— = : - 
ye(z —1)(z— u) 
singulären Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen ent- 
sprechen, und die Darstellung der Periodieitätsmoduln durch dieselben geben. 
Die Differentialgleichung der Periodieitätsmoduln ist (Gl. (7.) No. 19) 


i Ar . WM ; Ir 
(1.) BUND I NH- Dorn — (. 
du du ” 


Die beiden singulären Punkte derselben, die zugleich wesentlich sind. 


sind a=0 und v=1. 
Für beide ist die determinirende Fundamentalgleichung (Gl. (11.) No. 20. 


wo p=n—1=2 und 7=(0 zu setzen ist) 
GB) = 


1) Die Darstellung für den singulären Punkt «=. 
Setzt man in die Differentialgleichung (1.) 


v‚ 
7 — ZSuc,u, 
0 


so ergiebt sich die Relation: 
(3.) (ale. = (late, 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 
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und hieraus (nach A. B.66 No.5 oder B. 68 No.4 und 7) das Integral 
en 5 11.3.5...(26— 1)\° 
(4.) Ya = 1 ) a. 
Substituirt man in die Differentialgleichung (1.) 


5.) 7» = ou Edu, 


so ergiebt sich 


. C C 
(6.) = u(u — I)vı ri He: 





wo 
1 + vi, (u — 1) 


vi u(u— 1) 
in der Umgebung von «= eindeutig, endlich und continuirlich, also in eine 


Reihe mit ganzen positiven Potenzen von x entwickelbar ist. 
Aus Gleichung (5.) und (6.) ergiebt sich das particuläre Integral der 


Differentialgleichung (1.) 


G,(u) = 





(7.) 0% = H, (%) Cu — Oyı log U, 
wo 


H,(u) = 4log2+ [ "G,(u) du 


gesetzt ist, also eine in der Umgebung «= eindeutige, endliche und con- 
tinuirliche Function darstellt. Nach A. B. 66 No.2 bilden eo, und »„ ein 


Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1.). — 
Sind unter Beibehaltung der Bezeichnungen der No.7 die beiden 


Periodieitätsmoduln 

8) m=(,0), m=1(0,1), 
so setze man also (vergl. No. 14) 

(9, | NM = Cd t Cr, 

N = Cd t Catın- 

Es ist alsdann nach Gleichung (4.) und (7.) 
n= (00) = (&1- 62-2) Oy + Ct; 
= (0,1) = (41 — 63.276) 01 + Cr On: 


Es ist aber nach Gleichung (4.) und (4°.) in No.7 


(10.) 





(u, 0) = (u,0) = 6,1091 + CR; 


11.) | 


(0, 1) = 2 (u, 0)+(0, 1) = (2Cı + Caı)® + (262 + Ca) On- 
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Aus den Gleichungen (10.) und (11.) ergiebt sich durch Vergleichung der 


Coefficienten von ©, und ©% 
1 


c.=0. On u u. 
12 N 22 Pr 11 


Demnach ist 
n, = Co » 


(12.) 


nn = 0,0 er: Cm: 





Um ce,, und c,, zu bestimmen, erwäge man, dass 


i = de 
\ r Yelc—N)(c—u) ’ 


14 








(13.) 








In = Ge | 


0 


Durch die Substitution z = «uw erhält man 


() dw 
7ı = / #7 er ’ 
ı Volw—1) (uw —1) 


m=f dw ne 
TI ra) 


Da nun o,, für «=0 gleich Eins wird, so ergiebt die Gleichung (12.) 








also für «= 0, 





(14) co. = —n. 




















Ferner ist 
1 dx 
„— = A, +2, 
A I Vx (z—1)(z — u) Ay 
wo 
“ = Mn. en Ic 
4= ad kun. di, B, „f / — ‘ 
0 Ye(c—1)(c—u) 0 yz(u—x) 
Es ist aber \ 


B, = —log[Vu—i+i]+ilogu 


und für w=0 
A, = —log2. 


Es ist demnach ,—ilogu für „=0 endlich und gleich © 1og2 4 n. Setzt 
man für 7, den Werth aus Gleichung (12.) mit Rücksicht auf Gleichung (7.) 
und (14.), so folgt 


N —tlog u — 03,0 — 10 —ilogu = (3, On —iH, (%) © Ft don logu u ilog u. 
16 * 
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Letzterer Ausdruck wird für «=0 gleich c,—iH,(0) = &,—4ilog2. Hieraus 
folgt. dass 9, =n, so dass die Gleichungen (12.) übergehen in: 


Ä 4 r Un = —Tdyı . 
J.| 





m» = No — Win. 
2) Die Darstellung für den singulären Punkt «=1. 
Man findet auf ähnliche Weise wie im vorigen Falle ein Fundamental- 


system ©,,, ©: 


x 1.3.5...26—1\? 
2% _—— = F b “ mu b 
16.) ou = 1+2,(-1) ( 2.4.6.5 )(e-D; 





%2 = H,(w)eu+ vlog (u — 1), 


wo 
1 — vu 
;„ du 
u(u — 1) vjı 





Hu) = -4log2+ 


eine in der Umgebung von #=1 eindeutige, endliche und continuirliche 


Function ist. Setzt man 
n. = dıdıt dad» 


n = Ad dı Ft dat, 


(1%.) 





so folgt aus den Gleichungen (16.), dass nach einem Umlaufe um «= 1 
n, = (u, 0) = (d,+?nid,,)0.+d0%. 

| = (0, 1) = (d,, + Rridz) 91 + dad. 

Andererseits ist nach No.7 Gleichung (3.) und (3°.) 

(2,0) = —(2,0)—2(0,1)=—( dıt2d,)vu—( det 2d.)on, 

(0,1) = 2(a,0)+3(0,1)= (2d,-+ 3d,) dır + (2dı2 + Id) on. 

Aus den Gleichungen (18.) und (19.) folgt: 


18.) 


19. | 








(20.) > = —das; | 
dy, = —du—Nid;. 
Es ist ferner 
%) dx 
— = A, +B 
Nı f Ye(c—-N)@—u) ‚+ 19 


wo 














0 1— yx da 
— = P 
A: J Yye(z—1)(x—u) .. "4 Y@—1)(e—u) 


Man findet aber 


B, = ni—2log(yu+1)+log(a—1) 
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und für v=1 
A, = —?2log?. 


Demnach ist 7, —log(a—1) für =1 gleich — 4log?2. 


n—log(«u—1) = d19u+d.H, (a) vu + dar.log(a—1) —log(a«—1): 


Andererseits ist 


es folgt mithin, da o,, für „=1 gleich Eins wird, 
m) ae, 
d,+H,(0) = d,—4log2 = mi—4log2, also 
wu.) du, = 
Es ist also nach den Gleichungen (17.), (20.), (21.), (22.) 
u 9 ea 
(m = —-Rrnivn on: 


3) Die Darstellung in der Umgebung von u=x. 
Man substituire in die Differentialgleichung (1.) 





oO 

ii 

u = ru 
so erhält man 

2 / d’n 2 dn Be 2 
(24.) 21 (1—1) RTL —2t ut „nn = 0. 
Die zu {=0 gehörige determinirende Fundamentalgleichung ist: 
r(r—1)+4 = 0 


oder 
(25.) (r-Y=V. 


Setzt man in die Differentialgleichung _ 
Aue "Zelt, 


so ergiebt sich 
#6.) &.ı= (SEE . 
Hieraus ergiebt sich (A. B.66 No. 5) das Integral o,, der Differentialgleichung (1. 
| 1 >» 71.3.5...2a—1\’/1\° 
27) = Or) 
Substituirt man in die Differentialgleichung (24.) 


ge 0.1 j Cd, 


wo in o,, in Gleichung (27.) z durch £ ersetzt ist, so findet sich 
C 








(28.) Ä ger) ’ 








126 Fuchs, die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale. 


wo C von £ unabhängig ist. — Setzt man 


win 't+02ı(t—1) 
H.(w) = Hlog24/ nrndt, 


so ist H,(w) eine in der Umgebung von t=0, d.h von u=& eindeutige, 
continuirliche und endliche Function, und es ergiebt sich als ein zweites par- 
ticuläres Integral der Differentialgleichung (1.) 


(29.) %2 = t,ıH, (u) —v,.logu. 


Da e,, und o,. ein Fundamentalsystem bilden, so setze man 





(30.) NM = Eudcıt Enter, 
Mm = Ertzıt En dgr- 
Aus den Gleichungen (27.) und (29.) folgt, dass nach einem Umlaufe von vum & 
(31.) | A = leute Anl) Pas 7 enden, 
m = —(&ıt 62-2) O1 En dn2- 


Andererseits folgt aus No.7 Gl. (5°.) und (6.) 


(32 ) | m en: Re 71 um (- eı + 26;ı) ©. ı+ (—e.+ 2er) ®.: . 
n= 71 — 0,0. 7 02da2: 
Aus den Gleichungen (31.) und (32.) ergiebt sich 
=(, 
(33.) ©22 | 
Ez = — Een . 





Nun ist 














0 dt 0 dw 
7; -/ 7 = af x 
7 ye(z—1)(c—u) Yo(®--1)(®@—f) 


u dr ! i 
wie sich aus den Substitutionen = ww und u=- ergiebt. 


Setzt man 





v dw 
——-4 
dh Yo(w—1)(®—t) + Be | 


1 


x) 1—- Y1—-o u) do 
kauf Bi 1 en 
/ Yo(®—1)(w—t) „ J Yod—o) ' 


1 


wo 











so ergiebt sich 


B, = Zilog[yt—1-+i]—ilogt, 
und für {= 0 


A, = ?2ilog2. 
Es ist demnach n,F*-+ilogt für {=0 gleich -—n+4ilog2. 
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Andererseits ist nach den Gleichungen (29.) und (30.) 
‚E’+ilogt = [eu+terH, (w]e.ı.t?—ent*.v,,log(u)+ilogt, 


also ist 
(34.) en > —-1t, 
und für = 0 
nE*+ilogt= eu —iH, (©) = e,+4ilog2, 
also 
(35.) eı = —N. 
Aus den Gleichungen (30.), (33.), (34.), (35.) folgt: 
(36.) = N0nı VOR: 
N = 7 Ndzı- 





Wir bemerken noch, da die Substitutionen 


u= e=3 


M? 


dz 
das Integral /- ne gg in u pe - EEE, so ist, wenn 


K=f - ns u 
I’ YA-NA-3N)’ ’ YAa-9)A— k%’) 


gesetzt wird, 


























1 st 
(37.) K=- m= 5, Pan 
.. 1 D 
Ki= > (MR) I In29 
also 
(38.) K' = nn 


Die beiden letzteren Formeln enthalten die bekannten Reihenentwickelungen 
für K und K'. 
Greifswald, den 10. Juli 1869. 








Ueber eine rationale Verbindung der Periodieitäts- 


moduln der hyperelliptischen Integrale. 
(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 


Die von Legendre entdeckte Relation zwischen den Periodicitätsmoduln 
der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung (Traite des fonct. ell. 
T.I, ch. XII) besagt, dass eine gewisse rationale Verbindung derselben den 


, st r . r . 
Werth .ı hat. Von diesem Werthe abgesehen, lehrt die Legendresche Re- 
lation, dass diese Verbindung von dem Modul unabhängig ist. — Stellt man 


sich nun allgemein die Aufgabe, solche rationale Verbindungen der Periodi- 
citätsmoduln der zur Gleichung s = (x) gehörigen hyperelliptischen Integrale 
erster und zweiter Gatlung zu bestimmen, die von den Wurzeln der Gleichung 
y‘x)=0 unabhängig sind, so lässt die Legendresche Relation Verallgemeine- 
rungen verschiedener Art zu. Es giebt aber unter diesen nur eine, welche den 
besonderen Zweck erfüllt, für die Darstellung der hyperelliptischen Functionen 
genau dieselbe Anwendung zu erlauben, wie die Legendresche bei den ellipti- 
schen Functionen, nämlich das von Herrn Weierstrass für die Integrale xt Ord- 
nung aufgestellte System von 2x’—n Relationen (Programm des Braunsberger 
Gymnasiums Jahr 1848—49, und Bd. 47, pag. 302 dieses Journals). Sieht man 
aber von diesem Zwecke ab, so ist auch die von Haedenkamp (Bd.22, p. 148 ff. 
dieses Journals) nach Andeutungen Jacobis entwickelte Relation bemerkens- 
werth, besonders wenn man die dabei auftretende Verbindung der Periodieitäts- 
moduln in Form einer Determinante darstellt. Allein die Entwickelung von 
Haedenkamp leidet, abgesehen von einigen darin enthaltenen Irrthümern, an 
dem Mangel, dass sie nicht für complexe Wurzeln der Gleichung (x) = 0 
und für complexe Integrationswege gültig bleibt. — Bei meinen Untersuchungen 
über die Dilferentialgleiehungen. welchen die Periodieitätsmoduln der Abelschen 
Integrale genügen, bin ich naturgemäss zur Aufsuchung solcher Verbindungen 
der Periodieilätsmoduln geführt worden, deren Werth von den Wurzeln der 
Gleichung y(x@)=0 unabhängig ist, und habe dabei unter anderem einen De- 
terminantenausdruck erhalten, welchen ich im Wesentlichen mit dem in der 
Haedenkampschen Abhandlung pag. 187 Gleichung (10.) befindlichen vielfachen 
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Integral übereinstimmend fand. Ich glaube, dass die betreffenden Entwicke- 
lungen nicht bloss deshalb von Interesse sind, weil sie zu der angegebenen 
Relation ohne jede Beschränkung führen und eine bemerkenswerthe Anwendung 
dieser Differentialgleichungen enthalten, sondern auch weil dadurch diese sonst 
vereinzelt dastehende Relation mit der Theorie der Periodieitätsmoduln in Ver- 
bindung gebracht und der obige Gesichtspunkt für die Verallgemeinerung der 
Legendreschen Relation erläutert wird. 
5; 
Es sei 
plz) = (r-u)(r—k)(c—k.)...(c—k,i); 

wo Äı, Any... 4, von « unabhängige und von einander verschiedene Grössen 


sind, und es werde 





Ei (x) 
vie) = —— 
Ad z—Uu 
und 
Y(r) 
Yy — Kar ——— 
} f (x) 


gesetzt. Die Periodieitätsmoduln des Integrals /ydr seien wie in No.2 der 
vorangehenden Abhandlung definirt, und zwar werden die zwischen den 


Grenzen a und %k,, Ak, und %,, k, und %,... %,_, und k,_, genommenen In- 
tegrale resp. mit 7,5 9, ... 7-1 bezeichnet. 


Die Differentialgleichung, welcher dieselben als Functionen von u ge- 
nügen, sei 
d’!n d’?» 


(1.) P.-i dur = + an en he +9 n = 0, 


 du- 
so ist, wenn man setzt: 
2.) Ic) = 10|3(2-u)wi(e)— (2n—3)v(x)], 
wo mit og eine von x unabhängige Grösse und mit w'(x) die Ableitung von 


w(xz) nach x bezeichnet ist, und 


1.3.5...24—1 
(3.) 07 u 21 ’ 





nach No. 18 Gl. (1°.) und No.16 Gl. (12.) der vorangehenden Abhandlung 


4) 6. =: He), 
1.2.3...6—1)0,_,ß,; = IC") für i=2,3,...n, 


wo /I“%g) die (i—1)te Ableitung von //(x) nach x ist. Diese Gleichungen 


geben: 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 17 
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2n—93 


| Ft PB. RB u: TER 1 (%) ’ 0, 
an—6b %, 
0,2 Br We NE a w (@) 5 Bd, 
(9.) 2n—9I Rn 
1 . 2 . 0,3 Pa-3 Be. SR Zu er («) . d, 


1.2...» —1)0,ß, = —n vr’ (u).o, 


wo die Ableitungen von (x) durch obere Indices angedeutet sind. 


Setzt man 


En _ y® 
du* ia 
und die Determinante: 
„(n—?2 „(n—3) 
n\" ) 7 . . . nı 
7 ee. En N: r . 
a > 
„(n—?2) ‚(n—3) 
oe 7 re % Na 








so ist, da die Differentialgleichung für die Perioden in unserem Falle nicht 
niedrigerer Ordnung als der (»—1)ter sein kann (s. d. vor. Abh. No. 15 u. 18), 


4 von Null verschieden, daher führt die Gleichung 








_dlog 4 Pr? Pn-2 
du i« Be 
nach den Gleichungen (5.) zu der folgenden: 
C 
6) eg 
wo C eine von Null verschiedene von « unabhängige Grösse ist. — 
2. 
Es ist 
I, „ar 
(1.) Y o,(z-u) ° we). 


Setzt man andererseits 


2) 4 = Het — Ina "will, 


24—1 





Out 
so lässt sich (s. d. vorangehende Abh. No. 11) r,(z) als ganze ratio- 
nale Function von x derart bestimmen, dass f} (x) eine ganze rationale Function 
höchstens vom Grade a—2 wird. Aus Gleichung (1.) und (2.) folgt: 


3.) ve) = ha) a-W+r(@)y(a)+3r(@)[-(2i-1)y(a)+ (eu) ve). 
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wo 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich leicht, dass r,(x) höchstens vom Grade 4—1 
ist. Es sei daher 
i—1 

4 j — We 4. ( 
(4) rı(e) = Yun u), 
so lassen sich die Coefficienten y,, ohne Kenntniss der Function f(x) be- 
stimmen, wenn man in die Gleichung (3.) und ihre 4—1 ersten Ableitungen 


x = u substituirt. Insbesondere ist 





we 


Ferner ergiebt die Vergleichung der Coefficienten der höchsten Potenz von 
x in der aus 
FR | E - 
(1°) y= fi(@)p(e) +, 1ne)yp@)'] 


folgenden Gleichung 
(3°) va) = hla)+tr(e) pyla)+Hr,(e) pe): 
2 


.) Ne) = — 
n 


Ra 


(9 


Ist r, (x) bestimmt, alsdann ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) und (3°. 


fi (ka) De ' rı(ka) 
(6.) u (ka) 5% 2 (hy a uyi-! 





für a=1,2,...»—1, wodurch f; (x) ebenfalls bekannt ist. Für unseren Zweck 


ist jedoch die vollständige Bestimmung nicht nöthig. 


3. 
Bezeichnet man die zu den Integrationsgrenzen x und %k,. Ak, und A, 
k, und A, ... 4. und 4,_, gehörigen Periodieitätsmoduln des Integrals 





" arde . 
IE resp. mit Naıs Mars Ma39 ++ Man-ıy und setzt 
YP(®) . 
1) Al) = Sfr, 


so folgt aus den Gleichungen (1.) und (1°.) voriger Nummer nach der vor- 
angehenden Abh. No. 4 und 8, dass für jedes A: 


d’ Nab n—? 


5 Zn Safıahas 
für b=1,2,...n—1. 


17 * 
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Setzt man daher die Determinante 
| fa: 0 Fi 1 u DE fa n—?2 
fn3 0 fa-3 1 0. fn-3 n—?2 de F 








foo fo ı En fon. | 


und die Determinante 








Noı N02 Moni 
Mıı N12 + MNa-ı 
» un H, 
| Nn—2 1 NMn—2 2 a A Nn—2 n—1 | 


so folgt aus Gleichung (2.): 
8) = FH. 


Setzt man 


> 


n—. 


(4.) u w,(x) = = Vak, 


z—kı 





so folgt aus der Gleichung: 


n—I 2 ka 
fı (®) = 2: hr v,(X), 


1 


nel k, 
fs = =. ey 





oder nach Gleichung (6.) in voriger Nummer 
"S _Fı(he) 








(5.) A = { . 
fis 22. (kb, — u)i1 Was 
Bezeichnet man 
rı(kı) . 
mit 7 
u)yi—ı ha 
und die Determinante 
Pa Pr. + + 5 tn 
31 N —32 Tre" Wen mit R, 
!oı Na ..:. Fon 








die Determinante 
| Yıo V; SP a. Win? 


Pr. W; | nr Wan mit #, 





| Vn—10 Wi a IE W._1n_2 
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so ergiebt die Gleichung (5.): 
6) Fol HyTR®E 


Setzt man 


730 j , 


(0) 
(k,— u)! ‘ 


fa 
A» 





so liefert eine einfache Transformation die Gleichung 


1 2 (n—1 
yD, v2, ls Ze a 
(!) (2) „,(r—1) 

R et Yn—3 Yn—3 Zu /n—3 





| y yo” ıy yoV 
Es ist nun sofort zu sehen, dass Rw(u)"” gleich Y,_20-%.-30 : - - You, mal dem 
Producte der Differenzen der Grössen k,—a, »—u, ... k,_,-—u, oder der 
Grössen k,. A». ... k,_ı. Das Quadrat des letzteren Productes ist aber 
(1 TeIyk).y'(k,)...w(k,_.). Es ist demnach 








(7.) v(u)"”R — Ya-20:Yn-30: .+Yov- y(—1 \Aln—1)(n- uk, MICH u Wk, iz 
folglich nach den Gleichungen (5.) und (5°) voriger Nummer w(w)""”R von 
a unabhängig. Aus der Gleichung (6.) in No.1 folgt, dass auch 


AI s cn a ; 
—, und weil 7 von « unabhängie ist, ebenfalls 
R ° 55 

e d.h. AI abhänpie 

7, d.h. 4 von u unabhängig. 


Da aber #° in Bezug auf die Wurzeln der Gleichung (x) = 0 symmetrisch 
ist, so ergiebt sich, dass FH überhaupt von den Wurzeln dieser Gleichung un- 
abhängig ist. 

Die Determinante 7 ist diejenige, in welche sich das vielfache Integral 
in der Abhandlung von Haedenkamp Gleichung (10.) S. 187 umformen lässt 


4. 


Da die Determinante 7 die Eigenschaft besitzt, von den Wurzeln der 
Gleichung Y(z) = 0 unabhängig zu sein, so können wir zur Bestimmung der- 
selben für px) eine beliebige ganze rationale Function n‘“" Grades mit un- 


gleichen Linearfactoren wählen. 
Am zweckmässigsten scheint es zu sein, 


1) ge) = «"-1 
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zu nehmen. Ist « eine primitive Wurzel der Gleichung 











a) ef, 
so kann man setzen 
a 
(3.) a 7 — 
a tn 
für == 1, al, 
Nun ist 
» b f 
(4.) / Te ana" ei 
ya" —1 1 Yar —1 


ad-1 


wie sich durch die Substitution von «@’"'x für x ergiebt. Ferner ist 
a A: -/7 — iS zu (en f Ze, 
£ yx” — } en — yer —1 / ya” 


wie aus der Substitution von z« für x folgt. 
Demnach ist 





























ar de 
6.) = d. Ile" — nf 
Yyr—i' 
wo 

1 « a? a RER 

1 0 u* ar92 

- 1 0? u ar 93 
1 a” 1 RD 3. al-9.n-1) 








und das Product 7Z sich auf alle Werthe von a von O bis n—2 bezieht. — 
Es ergiebt sich leicht daraus, dass d' gleich dem Product der Differenzen der 





n__41 ’ 
Wurzeln der Gleichung —— —=( ist, dass 


für ein ungerades 





Y = 


7) d= 1-1)? .n, 


für ein gerades n 





) d= Y-n”. n“. 


Ferner ist bekanntlich 
8) IKat-1) = (An, 
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endlich (s. Legendre Traite des fonct. ell. T.II, Ch. II, eq. (s)) 
9 cotg = 


(9,) fi ad-Ide Sf rd 
’ yr—1I vr n n— % 


0 














und wenn » gerade und =; so ist 


n 


1 2?d m, 
(9°.) e; eu u ——] Ei 1. 
4 / n 





y2”—1 


Demnach ist 














für ein ungerades 
- n— t I ,.cotg vun BIP. Re 
nf ar do ” 1) 7.(22)7. rn n zn 
yar — n (n— 2) (n—4)...3.1 
für ein gerades n 
n—? nn 








t Be t e t 
—?2 LCOTO — COTo .+:0O g  — 
o oO 2 
n zT 


nf de _ 7 er on n nn 
a’ yar—i zei n (n—R)(n—4)...2 n ' 











oder 
für ein ungerades n 


n—1 


1 ed ei ) 


0.) a = . GT De: ‘ 


für ein gerades n 
n—?2 


ER = 


n de 
(10°) n/  (a—2)(n—4).. 2 


Var — 


Aus den Gleichungen (6.), (7.), (8.), (10.), (10°.) folgt 
für ein ungerades | 




















»_ CN @)” 
dl) A= (n—?) (n—4)...3 





für ein gerades n 


i _ Nie? nr 5 
a) = (n—?R)(n—4)...2 ) 





*) In der mehrfach angeführten Gleichung (10.) Seite 187 der Haedenkampschen 
Arbeit ist in dem vielfachen Integrale der u die Transformation eingeführte Factor 


weggelassen, und auf die imaginären Werthe, welche die Einzelintegrale inner 


— 


Dn—1 
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Für n=3 ergiebt sich 
() H = 2ny-1. 
Diese Gleichung stimmt mit der Legendreschen überein. Denn nimmt man 
p(z) = z(ce-1)(e—u), 
so ist die Gleichung (Z.) gleichbedeutend mit: 


ne 3 _ 
. Ye@) pP) 


0 1 


/ 1 dx A x dx 
3 VYy@) 4 YP@) 


V } F (X) f 





er.) = 2ami. 

















Setzt man 


1 





4y=yil-y) e — ky‘) 


I dy EEG f’ dy _-Ki 
u >) 
Ay 


1 


ıydy } ya 1: 
/ Ay =), 4Iy u 


0 








so geht die Gieichung (?'.) über in 
") KJ/-KJ= 


welches die Legendresche Relation ist. 





halb der angegebenen Grenzen, selbst wenn diese reell sind, annehmen können, nicht 
Rücksicht genommen worden. Daher ist auch der daraus gefolgerte auf derselben 
Seite befindliche Werth des Doppelintegrals, für n=3, nicht richtig, derselbe ist 


vielmehr, wie im Texte oben angegeben, gleich 2r Y—1. 


Greifswald, den 12. August 1869. 














Ueber quadratische, trigonale und bitrigonale 
Reste. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


In 69s!en Bande pag. 370 dieses Journals habe ich einige Eigenschaften 
der Zahlen erörtert. welche ich trigonale und bilrigonale Reste genannt habe 
Trigonale Reste und bitrigonale Reste sind die Zahlen, welche man erhält. 


. . x T (x 4 1) . u . . r 

wenn man bezüglich in — - oder in z(x+1) allmählich statt x die Zahlen 
—1 u ; > 

m Tr I substituirt. wo p eine Primzahl bedeutet und die kleinsten 


Fu 


positiven Reste der so entstehenden Zahlen nach dem Modul p nimmt. Im 
Folgenden sollen weitere Eigenschaften dieser Reste erörtert werden. Ich 
werde aber zunächst eine Anzahl Sätze zusammenstellen, welche sich aul 
quadralische Reste beziehen, und von welchen ich später Gebrauch machen 
werde. Im nächstfolgenden Paragraphen sollen daher unter Resten und Nicht- 
resten ausschliesslich quadratische verstanden werden. 





1. 
a) Ist p eine Primzahl, und bezeichnet man durch r und »' bezüglich 
. 7. . ) . ’ 
die Reste und Nichtreste, welche zwischen 0 und T liegen, und durch R 
7 .. . . re. . ) . 
und N’ bezüglich die Reste und Nichtreste, welche zwischen 0 und /- liegen. 
. 7} ! p or 3 . 6 Pr ‘ 
so it r=n = z-, wen p= 8q+3; ist dagegen p = 8g+T7,. so ist 
‚ . . ) ) . 1. 
"—n'=R—N', d.h. es liegen zwischen ” und 5 soviel Reste als Nicht- 
. . u ) 3D 
reste, und hieraus folgt dann unmittelbar, dass zwischen 5 und Ä ebenso- 
p p 
viel Reste liegen als zwischen T und 3 


Diese Sätze hat schon Herr Lebesgue (Journ. de Mathem. T.7) be- 
wiesen, man kann sie aber viel einfacher ableiten *). Ist nämlich p = 8g +3. 


*) wie dies inzwischen auch Herr Götting in diesem Journale Bd.70, p. 363 ge- 
than hat. Anm. d. Verf., October 1869. 


Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 18 
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Fa 


also 2 ein Nichtrest. so liegen zwischen O und p ebensoviel gerade Niehtreste 


; ) er , ) ER 
als Reste zwischen O und > d.h. als Nichtreste zwischen 4 und p. Zieh! 


man auf beiden Seiten die geraden Nichtreste zwischen 5 und p ab, so folet. 


. ) . 1» . 
dass zwischen O0 und 5 ebensoviel gerade Nichtreste liegen als ungerade 
5; p pP 
Nichtreste zwischen — und p, d.h. als gerade Reste zwischen O und 5 oder 


An Far 


. ) . e 1. 
was dasselbe sagt, zwischen O und nn liegen ebensoviel Reste als Nichtreste 


’ . ) } 1» 
Ist p = 89+7, so liegen zwischen 0 und £ ebensoviel ungerade Nicht- 


m 


) ec 
reste als gerade Reste zwischen Fund p, zugleich liegen, da 2 ein Rest ist. 


5) 

- 
. 5 r.“ mr» . J 
zwischen O und p soviel gerade Nichtreste als Nichtrestie zwischen O und E 


r » . . . Tr ® . ) » 
Zieht man beiderseits die geraden Nichtreste zwischen Ö und 5 ab, so folgt, dass 


. ) . 1» . ro 
zwischen 4 und p soviel gerade Nichtreste liegen als ungerade Nichtreste 


R ’ ) ‚ . ' ) . . 
zwischen 0 und - Zwischen E und p liegen also ebensoviel gerade Reste als 


) I R . ro 
T und z liegen soviel Reste als Nichtreste 


Man kann an den letzteren Fall noch folgende Bemerkung knüpfen. 


oerade Nichtreste. d. h. zwischen 





. ) . 1. . 1» j 
Da zwischen O0 und Z soviel ungerade Nichtreste liegen als gerade Nicht- | 
Be ht p p 
‚este zwischen -, und p, d.h. als Nichtreste zwischen — und —, so folgt. 


. . er . re R ) ) 
wenn man auf beiden Seiten die ungeraden Nichtreste zwischen nr und £ 











. j ’ . 1» . 
abzieht. dass zwischen O und ST ebensoviel ungerade Nichtreste liegen als 
a ne te p | P I. h. als Nichtres BEN SON pP | 
serade Nichtreste zwischen z wud 5, d.h als Nichtreste zwischen — un« 
) ’ i ; ; j ) 
; Geht man so weiter. so findet ınan allgemein, dass zwischen O und m | 
| 
j . RT - re * pP p 
ebensoviel ungerade Nichtreste liegen als Nichtreste zwischen 5.77 und ar 
Ebenso findet man, dass zwischen O und „ ebensoviel ungerade Reste liegen 
Ad 
_ . ) D . 
als Reste zwischen ae und am Und da der Beweis nur darauf beruht, dass 
| Im 


2 ein Rest ist, dagegen es gleichgültig ist, ob —I ein Rest oder Nichtrest ist. 
so gilt dieser Satz auch, wenn p = 8g+1. Man sieht leicht, dass dieser Satz 


sich noch verallgemeinern lässt. Ist nämlich g<Tp und g ein Rest von p, 














Stern, über quadratische, trigonale und bitrigonale Reste. 139 


z . )) . . e 
so liegen zwischen O und —, ebensoviel nicht durch q theilbare Reste als Reste 
} p | 1 ® ER . | . 1. vo 
ung —- und ebenso ist es bei den Nichtresten 


- 


q7 


“ p 
zwischen — _—- 
q 1 
Ist »p = 4»-Hl. so ist, wie schon Dirichlet bewiesen hat. (Bd. 18. p. 270 


dieses Journals) 
- N 


r >N 


Pr 


oder, dan =n—r, 2r >n und daher r' > — 
Ist »y = 4n+ 3. so folgt aus Dirichlets Formeln (a. a. 0. p.265) 
RN. 
ist mithin p=8q+7, so ist auch wieder r! >» oder ?2r n: ıst abeı 
p=8q+3, also, wie oben gezeigt wurde, r =n', so ist rn. 
Es folgt hieraus, dass in keinem Falle 2r’—n» negativ ist 
b) Man bezeichne durch @,, @;,. @;. @, bezüglich die Anzahl der 


. ’ ) ) ) 3D  »p 
geraden Reste zwischen O und } \ z und - 4 " T r und », durch 
U,. U. U;,, U, bezüglich die Anzahl der ungeraden Reste zwischen diesen 
Grenzen, durch 9,» 9» 9» 9, bezüglich die Anzahl der geraden Nichtreste 
und durch «,. #,. a,. a, bezüglich die Anzahl der ungeraden Nichtreste zwischen 


diesen Grenzen. Ist p=4»-+1, so hat man 


Y I Y | 
(7, 1 + 9ı + u = or 7 . 


) 1 
++ U+4U, =! 


—. 


also 1 +9 = U,+U:; ebenso findet man G, +, =m+m. 
It nun y=8g+1, so ist die Anzahl der geraden Reste und der 
veraden Nichtreste zwischen O und E bezüglich gleich der Anzahl der Reste 
. | p 
und der Nichtreste zwischen O0 und zT’ d.h. 
G,+n=-@+U; MR =AtrM: 


mithin 
G = p=U. 


Nun folgt aus Dirichlets Untersuchungen (a. a. 0. p.267), das  +U, > gt, 
wenn p=4»+1, also auch + > gı +9. d.h. 
@, + (7 > Ü, Tr Ü; . 
° . > 
es giebt also, wenn p=8»-1, zwischen 0 und Z mehr gerade als ungerade 


Reste, zugleich folgt @, > U;. 


18 * 
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Ist p = 89+9, so ist die Anzahl der geraden Reste und der geraden 


Nichtreste, die zwischen O und X liegen, bezüglich gleich der Anzahl der 


2 
Nichtreste und der Anzahl der Reste zwischen O0 und T also 
G,+G.,=-tu -utu; gtp=a+UÜ=U-+U,, 
mithin folgt aus @,+U, >g tw, dass in diesem Falle , +U, > 4@G,-+6, 
oder U, + U, > @G,+G,, d.h. wenn p=8q+5, so giebt es RER 0 und 
— mehr ungerade als gerade Reste. Zugleich folgt 


= 


U, _—- (1; Us _— Yı . mithin U, Bi (r,. 


c) Je nachdem p= 84+! oder 8gq+5, liegen aber auch zwischen V 
und r mehr gerade als ungerade oder mehr ungerade als gerade Reste. Be- 
eichnet man nämlich durch A und 5 bezüglich die Anzahl der Reste und 
Nichtreste zwischen O0 und . und durch A’ und BD’ die Anzahl der Reste und | 
in . sp p | . rg \ | 
Nichtreste zwischen — und —, so muss nach Dirichlet (a. a. O. p. 268) 


A—b—A+Bb eine positive Grösse sein. Ist nun p=8gq-+1, so ist 
A=0,5 Bey; Se Fog, 
1150 
G +4 >g+ | 
Es ist aber ,=u, und @, = U, mithin 
Y l =» 
Gr >g+ U. 


Addirt man in diesem Ausdrucke auf beiden Seiten @ -+-ÜU,, so hat man 


r . Y —1 = 
2G,+U, +, >2®U+g+@. Nun ist U+u,=G tg I, also G, —>U,. 


und da @, = U,. so folgt zugleich @, > @,, d. h. wenn p = 8q-+1, so liegen 





zwischen O und 4 mehr Reste als zwischen = und u It p=8qg-+5 
ist A= 915 B=G,; As; B, = G@,, also 
9ı+@; >G, +9 
oder 
g+U, je. G,+%; 
hieraus findet man wieder 
ZU, +gı+ 6; >2G+U,+u. 


ın 


In diesem Falle ist aber 9,+@, = >, also „+U, = 2 ‚mithin ,+@,<au-+ U, 


und daher U, >@G,. Aus U,=G, folgt zugleich U, = U,, also auch @, > G;, 
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E ’ j 3p ) . 
d.h. wenn p =8g+5, so sind zwischen z und E mehr Nichtreste enthalten 
p 


als zwischen 2 und 2 
d) Ist p=8q+3, also die Anzahl aller Reste 44y-+1, so ist die An- 


' ) 3p 
zahl der Reste zwischen O und I und 7 und p» der Anzahl der Reste und 


n p ’ | 
Nichtreste zwischen O0 und e: gleich, d.h. =2g, die Anzahl der Reste zwischen 


) u, ‘ . - ' ‚ 
ri und n ist also 2q+1. Da nun, wie oben gezeigt wurde, r =, d.h 


zwischen 0 und sowohl g Reste als g Nichtreste liegen, so folgt. dass 


Pr 

4 
3p m 

auch zwischen T und p sowohl g Reste als y Nichtreste enthalten sind. Auch 


versteht es sich von selbst, dass die Anzahl der Reste und Nichtreste zwischen 


) ) e- . r. . 
' und 5 bezüglich der Anzahl der Nichtreste und Reste zwischen £ und 
3D j R 
= oleich ist. 
4 2 

Bezeichnet man nun die Anzahl der Reste zwischen O und En . £ und 

x 

PP und 2. und 2 besärlich Auch HL. R?. R? PR und 
»+% und —, u 5 ‚üglic ch R—. 7 — und 


en 3 ' | 3 
ebenso die Nichtreste durch N - I — „A —, N#-, so ist ,+U,= R 4 R E 


E; [erner U=g ,= RZ; ; ebenso @,= N- T. 


3p 
aber == R-<-, also @,—=RH 
eo NEERL a GENE TE HU 
ic Bit > un a nV = rn =g; + l:= 13793: — 07 


und 
U,—U, =— GG, — n—1. 


Nun ist nach Dirichlet (a. a. 0. p. 268) RE+RE—NEAN?, also 
U,+U,>@G,+G,. Man hat daher 

U,+U, = @+G+k, 

ABER DONE 
also U,= +3; U, = @+ 5, wo k die Hälfte der Anzahl der Formen 
mit dem Determinanten —2p bedeutet und U, >G; U,=Z@,. Auch ist 


5+0,+G+U,=2qg+1, mithin 


k-+41 nn k—1 
D+u=g94- 4; G4&=9-75 
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- u: ‚p R | de 
Ferner it , +, = NE.ANH —=g; U,+ÜU, der Anzahl der geraden Nicht- 
ı 71 2 ra) 4 ’ ee) 


u ee en _RP pP _g PR TORE DER. RR ' 
reste zwischen — und p gleich, d.h. =R—+Rz = G,+U;, also U=-R=N-- 


“ 


aber +U,=g= RZ r NS „ mithin @, = RZ .„ nun ist auch @, = N 4 
a wer ent Zu Er ae PLN. 
iso N = R;, „und da A - +N =4= R u N g; 50 ist auch R ä — N } 


Auch it U, == RZ — RZ, und da auch RZ + NZ — q, so folgt NZ - 


2 


\ } Also auch G, = NZ . NZ und V=gq,=R 2 Man hat demnach 


U,=R+, G=N-Z, 
U,= RT, R=RL, 
Gent, GN, 
U,=RZ, G=N+. 
Da U, > @G,,. so ist mithin A 24 >R 5 „d.h. wenn p=8g+3, so liegen zwischen 
p 


" und 2 immer mehr Reste als zwischen O und Z 


+ 


e) Ist p=8g+7, so beweist man wie im vorhergehenden Falle, dass 


) 3p 
dıe Anzahl der Reste zwischen O0 und T und zwischen 7 und p der Anzahl 
r® . » ” * rs r * 
der Reste und Nichtreste zwischen O und I. gleich ist, also = 2qg +1, die 
u p ID. : i 
Anzahl der Reste zwischen g und —- ist also =2q+?2. Da nun in diesem 
. ) ) . . re . . 
Falle zwischen n und S gleich viel Reste und Nichtreste liegen, so folgt. 
) 3p ’ ; ) 
dass zwischen Z und 7 ebensoviel Reste liegen als zwischen T und 4 


und auch ebensoviel Nichtreste, also von jeder Gattung g+1. Man hat ferner 


T- N = 
U=9,=N =, h=g=N I, G,—=R . G, = =. Demnach G-+ U 


u: 


y+1, +0, =g+1, aber auch +, =g+1=G,+U;, also G,=G, und 


ne Me ee . 3p PD _ ‚3p Kar ET " 
U,=U,. mithin R 7 — R S und N 7 > Nr: Ferner @, = Rz. U=gq 


N E ‚= RE. Nun ist 





IP, arsPp p -p 
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zugleich 
‚3p 


PP, pP ‚P 
RZ+Rz — NZ-+NZ. 

3 ‚3 N 3p ‚3p | 
also RZ == N 5 „N = = z: mithin U, =R x =(n,und @,=N «. { 


u 
ferner UU=g,=N E. Man hat demnach 


G=RZ, U=RZ; 
G,= RZ, U,=N-Z. 
G=RZ: U,= NL. 
G,= NZ. U,= NZ. 
Aus Dirichlets Satz. dass R 5 +R ? >> N 4 NP folet also hier AR : N 1 


T Y _ Y Y 1 1 1 J ( | 
d.h >U;: @, >TU,. Demnach 6, = 4 >4: ! Ü,;- Mm 


) 


> 


— . 


Man bezeichne durch Za und Fb bezüglich die Summe der quadratischen 
Reste und der quadratischen Nichtreste, durch Z« und 3/7 bezüglich die Summ« 


der bitrigonalen Reste und Nichtreste, durch &y und I bezüglich die Summ« 





der trigonalen Reste und Nichtreste. Es ist also FZa+:b = Far +89 = Iy+ 0 
wa) » . . Ei 1 [ 1 \ .. . 

Man kann &« finden, indem man in Eu - N I- — 2) allmählich statt . 

ı: . P— 9 p—I a 

die Werthe 0, 1. ... —;— oder auch 0, 1, ... —— setzt und die Summ« 


Fur 


der kleinsten positiven Reste der so entstehenden Zahlen nach dem Modul 7 
nimmt. Auf dieselbe Weise findet man 8a, indem man diese Werthe in r 
substituirt. Bezeichnet man durch W[k] den kleinsten positiven Rest der Zahl 


h nach dem Modul p und durch ZW[%A] die Summe aller dieser Reste. welche 


9 1 


zu den Werthen h=0. !. —;— gehören, so ist demnach 


Ar 





Sa = zwi? = x )( . 1 i = ®)| 


Sa = Wie). 


und 
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Da 


west Je} 2] wir 


und daher 





2a = zw[2 +22], 


;o werden hier zwei Fälle zu unterscheiden sein, je nachdem y=4n+1 odeı 
v An +3. 


ö ’—1 4 ; ew 
Ist y=4n+1. so ist I — pn+n, also w|F—+r' I=W [2°+m] 


Ist nun W[x"] < 3»+1, so ist mithin Wix’+n] = W/a”|+n, ist da- 
segen W|r’| eine Zahl aus der Reihe 32+1, ... An, so ist W[c’+n]: 
Wie|+n—p. 


- 


Bezeichnet man daher die Anzahl der quadratischen Reste, welche in 
der Reihe 32-+1. ... 4» oder, was dasselbe sagt. in der Reihe 1. 2. ... » 
vorkommen, wie in $. 1. durch r’, so ist 


Ba ” +1 

1) Za = Zar ?n-rp 
und 

2) 220 = 2204n-p(r—n) 





a wei ’ an 
Ist dagegen p=4n-+93,. so ist = pn-+sn-+?r, also w|?—— +2 | . 


Wix’+83n»-+2]. und dieses ist = en ]1+8n+2 oder W[x’]-+3n +2 —p, je 
nachdem W[x”] eine der Zahlen 1, 2,...» oder eine der Zahlen »+1,... 4n+2 
ist. Unter diesen letzteren Zahlen Könision aber 2»-+1—r’ quadratische Reste 
vor, mithin ist hier 

(3.) Sa = Zst I 22 (In-+2) — (?n+i—r')p 
und 

(4) 22a = 23a+3n+2+(2r—n)p. 
Die Formeln (2.) und (4.) verdanke ich meinem verstorbenen Freunde Dr. Reiss. 

Bedenkt man, dass 2r’—n niemals negativ ist ($. 1.«a), so ergiebt sich 

aus denselben sofort der Satz: 

Je nachdem p = 4»+1 oder = 4n+3, ist die Summe der bitrigonalen 
teste kleiner oder grösser als die Summe der quadratischen Reste und 
mithin die Summe der bitrigonalen Nichtreste grösser oder kleiner als 
die Summe der quadratischen Nichtreste. 
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e N ” . < p nd . . a] 
It p=4n-+1, so ist Fa = + j 'p, mithin nach Formel (1 
(9.) > = (3p+1).£ Ei rp 
(9.) N z p- 


Ist p =8g+3, so ist 2r'=n ($.1,a), also nach Formel (4. 


>) 
» _ en od) | 
‚6. 23a = 23a ! 


a! 


ist py = 89-+7. so ist nach Dirichlet (a. a. 0. p. 264, 265) 


sb — Zu 
R'—N' = ?Ar—n = — 
pP 
also nach Formel (4.) 
ir ie ., #41 b—- 3a 3p—1 , 2b-+2u 3p—A1 p—1 
Ze Fee seen: we ie Br mas | 
f ( d- ) q 5) n ) S | p 


In diesem Falle ist also IZa gerade oder ungerade, je nachdem g ungerade 


oder gerade ist. 


3. 


Bezeichnet man. wie in meinem früheren Aufsatze. durch M den Res! 


—1 ’ , 
von # = oder des Mittelgliedes der trigonalen Zahlen nach dem Modul p», so 
ist das Mittelelied der bitrigonalen Zahlen = 2M, also der Rest von 2M. 
7-1 3-1 _ : | 
welcher — oder AT— ist, je nachdem p=4»+1 oder = 4 +-3, ein bi- 


trigonaler Rest. Nun ist, wie dort bemerkt wurde ($.2). 2M ein trigonaleı 


Rest oder Nichtrest, je nachdem p = 4»-+1 oder = 4»-+-3; unter denselben 
| ei nn 
Voraussetzungen wird also 4M oder vielmehr — ein bitrigonaler Rest oder 


Nichtrest sein. Auch ergiebt sich aus dem dort ($.3) Bewiesenen, dass für 
p=4n+1 die bitrigonalen Reste sich paarweise so zusammenstellen lassen. 
dass die Summe je zweier Reste, 2M und 44 ausgenommen, =4M ist, und 


200 ; —1 . ) 
zwar geben je zwei bitrigonale Reste, welche kleiner als . sind, die 





dt ’ . 2 Abe } r ei 5 
Summe während ie zwei bitrivonale Reste. die erösser als PT sind. 
’ © ) . >) 


2 2 
h —1 
die Summe Pp+— geben. Ist dagegen p=4n-+-3 (abgesehen von der Zahl 
3), so ist die Summe je eines bitrigonalen Restes und Nichtrestes = 4M, 


den Nichtrest 4M und den Rest 2M, d.h. den Nichtrest ke und den Rest 
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In 1 ° . er . re 
ausgenommen, und zwar ist die Summe je eines Restes und Nichtrestes. 
00 26 v—1 . ’ p—1 En aa 
weiche kleiner als —.— sind, gleich u. u während die Summe je eines Restes 
ha y—1 p—1 


und Nichtrestes, welche grösser als Er sind, p + —— ist. 


Fu 


Man bezeichne durch e und v bezüglich die Anzahl der bitrigonalen 


’ are ) 
= ! ıYyY | \ N in } ? » r am .4 . Fe on nu 4 = , in { 
este und Nichireste, welche kleiner als £ sind, so ist mithin, wenn p = An+1. 
ni ” m- U , IN 
= p— 1 ER ci 1 ER SET u PT PETE th 
— Era ur war u 
e » i 
3p+1)-- e: 


Aus der Vereleichunge dieses Ausdrucks mit Formel (5.) ereiebt sich 


Die Anzahl der bitrigonalen Reste und Nichireste zwischen O und 


Au 


also bezüglich doppelt so gross als die Anzahl der quadratischen Rest 


und Nichreste zwischen O0 und — 
4. 
Man bezeichne durch 5,. B,, B,, B, bezüglich die Anzahl der bitri- 
t ) ) ) ) 3Dp Sp 
oonalen Reste, welche zwischen O0 und ; s fr und 5 £ und 7 und p 


liegen. und durch b,. b,. b,. b, bezüglich die Anzahl der bitrigonalen Nicht- 
reste, welche zwischen diesen Grenzen liegen. Man hat also 


Bt B+b+b = Bor 





2 


a 1 
2 


(8.) ( 
IB+ B+ b,+b, 


. —1. 
Da nun von zwei (ungleichen ganzen) Zahlen. deren Summe — ist, die 





: . ) . . ) ) . 

eine zwischen O0 und T die andere zwischen I und Z liegen muss, und 
'erner von zwei solchen Zahlen, die einzeln kleiner als p sind. und deren 
ö DE ve i ’ D 3D j f 3p 
Summe p+ En ist, die eine zwischen 5 und . die andere zwischen E 


und p liegen muss, so folgt aus dem Obigen, dass wenn p= 4n-+3, ebenso- 


viel bitrigonale Reste zwischen Z und S liegen, als bitrigonale Nichtreste 
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vw 


oo ai >? i 
zwischen O0 und % dagegen, weil auch ——— zu den Nichtresten wehört. 

Bi pP ind P : Niehtr N ] . N . N 2 N 7 IS | 
zwischen j und — ein N ıtrest mehr liegt als Reste zwischen O0 und 

) 3pD 
2 " ” / u | . r. 1 . a | 
Ferner. dass zwischen E- und - ebensoviel Nichtreste lieeen. als Rest 
’D - | sp—1 
‚wischen — und p, dagegen, weil gen Rest ist, zwischen — und 
ın Ras! ! IE In NT . Ip UT ) ' 
in Rest mehr liegt, als Nichtreste zwischen -—- und p. Man hat also in diesen 
Kalle 
B=b-1, B=b, B=b-+l, B,=b 


Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit den Gleichunsen (8.\ folet 


J +1 
B+B,=—7-; B+B=-, 
| p+1 3 
| b,+ b -; b,-+b, — 


Ist »= 4n+1, so folgt aus denselben Gründen, da die bitrigonalen Reste. 


i 2 n—1 1 
welche zwischen O und iu liegen, abgesehen von ee und / =—. paarweis 
’ ® « D- 1 ı . . . '®) 
zusammengestellt, die Summe seben, dass es ebensoviel bitrigonale Rest: 
. a 

p p P | | 

zwischen O0 und T als zwischen I und -— giebt, und dasselbe gilt von den bi- 
i#. ba) N 


/) 


* re“ . ) * y » . 
trigonalen Nichtresten, welche kleiner als Z sind. Ferner folgt, dass zwischen — 


- 


3» , 3D . s a " 
und 7 und zwischen 7 und p sowohl gleichviel bitrigonale Reste als gleich- 


viel bitrigonale Nichtreste liegen. Man hat daher 
BD = B; = B,; Bi u b; = B; 


Nun wurde gefunden B,+B, = ?2r', b+b, = 2n'; auch ist 





Bi+ B+ B+B, = 25 = bitb 4 bit bu, 


also 
B,=r; B=r; b=n; b=n; 
B,=#; B=#; b=r; b=r; 
und, da r >n' ($.1,a), 
B>b; A>bi; Ach; B< 


Da, wenn p=4n+3, R'>N’ ($.1,a) und zugleich R'+N = Da also jeden- 
19 * 
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z 1 a 1 ur u 3 . : . . . 

falls A > —- —: während B,+B,= 50 folgt, dass in diesem Falle zwischen 
i ) ’ RE: . 

den Grenzen O0 und Z mehr quadratische als bitrigonale Reste liegen. 


2. 


Man bemerke noch Folgendes. Ist p=4»-+1,. so müssen unter den 
bitrieonalen Resten. welche erösser als - sind. ebensoviel serade als un- 


DZ 


‚erade vorkommen. und ebenso ist es bei den Nichtresten. da die Summe 


)) | r . we ° . u 
eines Paares p+ —;— Ist. Die Anzahl der bitrigonalen Reste, die grösser 
' Pr N N j’ | > vr . . 
als — sind, ist aber —— —2r, also die Anzahl der geraden wie der un- 
) ' ) } pP ' : : 
veraden. die darunter vorkommen. ———r und die Anzahl der geraden wie 
is NR: RR 1; no PP. 2: 
der ungeraden Nichtreste, die grösser als — sind, gleich r. 
Da ferner die bitrigonalen Reste. welche kleiner als £- sind, sich zu Paaren 
I \ P- l .. . 
zusammenstellen lassen, deren Summe —;—. so müssen zwei gerade oder 


„wei ungerade zusammengestelit werden, es müssen also sowohl die geraden 
als ungeraden in gerader Zahl vorhanden sein, abgesehen von 2M, welches 

2q oder 2q +1 ist. und 4M, welches = 4g oder 4g -+2 ist, je nachdem 
p=dg+1 oder S9g-++5. Es giebt also im ersten Falle eine gerade, im zweiten 
eine ungerade Anzahl gerader und ungerader bitrigonaler Reste, welche kleiner 
p 


> 


als sind. 
Ist p=4»+93, so muss es ebensoviel gerade bitrigonale Reste als 


verade Nichtreste geben, welche grösser als r sind, da die Summe eines Restes 


” —1l. 
und eines Nichtrestes gleich p+ I ist, und aus demselben Grunde auch 


. ro u. ) . 
ebensoviel ungerade Reste als ungerade Nichtreste, welche grösser als - sind, 


sp—1 0 
TT., welcher 69+2 oder 69+5, je nachdem 





abgesehen von dem Reste 


p = 8g-+3 oder Sq-+7T, also im ersten Falle zu den geraden, im zweiten zu 
den ungeraden gehört. 
Da ferner die Reste und Nichtreste, welche kleiner als T sind, sich 


—1. 
so zu Paaren zusammenstellen lassen, dass die Summe eines Paares _ ist, 





. 


nn —— 











N 
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so muss es ebensoviel gerade bitrigonale Reste als ungerade bitrigonale Nicht- 

reste und ebensoviel ungerade bitrigonale Reste als gerade bitrigonale Nicht- 
' ) e. y—1 

reste zwischen O0 und — geben, abgesehen von dem Nichtreste / —. Wwel- 


cher jedenfalls zu den ungeraden gehört. 


6. 

Aus dem in $. 2 bewiesenen Satze, dass Da grösser oder kleiner als Zu 
je nachdem p=4n+3 oder 4»+1, ergiebt sich noch Folgendes. Zieht man so- 
wohl von Fa als von &a die Summe der quadratischen Reste, welche zugleich bi- 
trigonale Reste sind. ab. so ist mithin die Summe der bitrigonalen Reste. 
welche nicht quadratische Reste sind, grösser oder kleiner als die Summe deı 
quadratischen Reste, welche nicht bitrigonale Reste sind, je nachdem p = 4»-+ 3 


oder 4r-+1. 


Es folgt ferner, dass &/5 grösser oder kleiner als F«, je nachdem p en! 


Leo) 
weder in einer der Formen 4»-+1, 8q+3 oder in der Form 8q+7 enthalten is! 
Ist nämlich p = 4» -+1, so hat man, da dann >a=>h, 
Za+2p = 22a. 


Da nun Za<- 3a, so ist ZP> 3a 3a und zwar, da 25—- Fa =2(Fa— oe). 
so folgt aus Formel (1.) 
) ’ A ‘ 1 
(9.) =ZB—-Ea = Wrp—(p-+1)- } r 





und zugleich, dass diese Differenz eine gerade Zahl ist. Ist p= 84 +3, so 
hat man nach Formel (6.) 


„ 3p—1 
su = Za+T—. 


also 
3p—1 
fa) 





und 
| o 
Zß-Ea = we. 


Nun ist, wenn man Sb—Sa=sp setzt, nach Dirichlet (a. a. 0. p. 270) s eine 


.. Ä ' —1 
positive Zahl, also ZA > ce. Da zugleich Fa + 8b = p-I— eine un- 
gerade Zahl, also von den zwei Grössen Sa, &b die eine gerade, die andere 


. ., 3p—1 
ungerade ist, so muss s ungerade sein; nun ist I gerade, also ZA — Fu 


ungerade. 
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’ . . u I—1 
Ist y=8g-+7, so folgt aus (7.) in Verbindung mit Fa +28 = p-—— 
3p—1 
Za-2ß = —— 
I 4,3 


iso Fa > 3P und die Differenz eine angerade Zahl. 


” 


Für jede Primzahl p ist die Summe der quadratischen Reste kleine: 
als das Doppelte der Summe der bitrigonalen Reste. 
Ist p=4n+3, so versteht sich dies von selbst, da Fa <_ Fa. 
Ist p=4n-+1, so kann man statt der Summe der quadratischen Reste. 
die Summe der Reste der doppelten Quadrate nehmen, da Za=>&b. Schreibt 
P- 


. D & 1 5 . . . 
man nun die Reihe der ersten 2 >= Bitrigonalzahlen und die Reihe der ersten 


>— doppelten Quadratzahlen unter einander 


0 WM, 

u m 
so dass aas allgemeine Glied der oberen Reihe z(x=-+1) und das darunteı 
stehende 2x” ist, so ist die erste Zahl 2 in beiden Reihen dieselbe, man er- 
hält aber jede folgende Zahl der unteren Reihe, indem man die darüber stehend: 
der oberen Reihe und die dieser vorhergehende zusammen addirt. Bezeichne! 


nan also die Reste der oberen Reihe, nach der Ordnung ihrer Glieder ge- 
nommen, durch A,, As, . . . A,-ı, die der unteren durch a,, @, .. . a,_.ı: 


- 


so ist = A,. Dagegen, wenn s>1, 
a, = A, \t+A, —h,p, 
wo Ah, gleich 1 oder gleich OÖ ist. 
Man hat also 
a = A, 
a = AıtA:—hp, 
dt; = A;+A;—hzp, 


A, = Apst Ayamdgnı:P 
2 2 2 


und 


(10.) 4 tat" t4,-ı == 2 AA+A++A,1) Amp, 
2 2 2 






y 
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wo l=R+h3+ + h,_,, also ! Null oder eine ganze positive Zahl. welche 


2 


: ven. 
höchstens gleich En 


nz 


in ; y—1 227 
Schreibt man noch statt A,_, seinen Werth u. so hat man mithin 


) 
n 


p—1 


Sa = 220- 2: u -Ip, 


womit der Satz für die Zahlen 4»+1 bewiesen ist. Aus der letzten Glei 


chung folgt 
E | nr 
zo = (p- 1). +1p. 





Verbindet man dies mit der Gleichung (5.). so folgt 


I=2(#--r)=W=r ($3). 





pP 


3 | 
d. h. unter den —— Paaren A, +A,, Ar+As, .... A,_s+ A,_, Kommen sı 


Ser 


viele vor, welche grösser als p sind, als es bitrigonale Nichtreste giebt. di. 


. ) . 
kleiner als Z sind. 
Ist »y=4n+3. und man wiederholt die eben angestellte Betrachtung. s« 
ist zu unterscheiden, ob p=8qg+7 oder 89-3. Im ersten Falle bleibt Alle: 


wie früher, da 2 ein quadratischer Rest ist. Die Gleichung (10.) bleibt also 





; 3p—1 ai Bus 
unverändert, nur dass jetzt A, _— T : Verbindei man die sich kiseums ar. 
sebende Gleichung 

‘ 3 ef 
Zu = 222-7 u 


4 
mit der Gleichung (7.), so folgt 


p— 
Ip -5 -Za=2b. 








a : Me Ir. 
Aus R—-N = = und R+-N' = ET - —. folgt aber AR’ = — 
) p 
also 
i=®K. 


It p=8g-+3, so enthält die Reihe 2, 8, ... die quadratischen Nichtreste, und 
es folgt aus dem Obigen, dass man nun die Gleichung 


Sb = 2(A+A+ +4) - A, p 


2 2 


de 





.. . —1 raw 
erhält. Setzt man wieder 2 statt A,_, und Pt — Sa statt Zb, so 
Tr 
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geht die letzte Gleichung in 





m. ‚a. 
Za — p- 5 + —— 7 —22o+/p 
über. Verbindet man diese Gleichung mit Formel (6.), so findet man 
32a = 








also 
38a p—1 _ 32a— (2a+ Sb) _ 22a — Z&b 

p Kr p p | 
3p-H1 
Nun ist A, ‚= ZT 


> 


Zahl. Es ergiebt sich also aus dem Werthe von /, dass bei den Primzahlen 


i= 

















.„ also Ay-.4 +A,-ı>>p und mithin / jedenfalls eine positive 


von der Form 89g+3 immer Ib <2>a ist. 
Aus Fa+2b=Fa+rp und Fa <28e folgt auch noch 
Za—- zb <I32a— EP. 
Ist y=4»-+1, so ist mithn 38a > >Pp. 


8. 
Auf dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass die Summe der quadratischen 
Reste einer Primzahl p auch kleiner als das Doppelte der Summe der trigonalen 
Reste ist. 


Bezeichnet man nämlich durch C,, ©, ... C,_, die ersten 


eonalen Reste. nach ihrer Ordnung und berücksichtigt die Formel 
z(e+1), @+)ac +9 _, 
2 2 
so ergiebt sich, wenn man durch %, eine Zahl bezeichnet, die gleich 1 oder 
gleich © ist. 


RE 
5 trı 











a=Ü,, 
a = GC, +0— k2.p, 
4, = C,_3+ un p-1:P> 


2 2 2 2 





und man hat, wenn A=ky+h3+:-+Ä,_,, also 4=0 oder eine positive Zahl. 


P— 





die höchstens 5 ist, 
(10.) =Za = 28y7—0,1—4p, 
wo, je nachdem p=8g-+1, 89+5, 89+3, 8q+7, der Werth von re 


sp—1 3p—1l p—1 


. Lu ı n D 


Ki: S 
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Hier findet man Za— =2b<32y—0, mithin, wenn p=4r+1. 


/ 
3 Sur > N). 
1, u ; 
9. 
Nach der Bezeichnung des $.2 ist, wenn x eine der Zahlen 1. 2. 
I)- | r $ rt we f 1 r 1 
—— bedeutet, W|jz(z+1)], entweder Wie] +x, oder W[x’]+2=—p, je 
j le Wir’]-t : klei um lar orüccar als FR Di  » 2 i - 
nachdem I’ j-+ x kleiner oder grösser als p ist. Bezeichnet k die Anzahl 
a 1 u u 

der Zahlen in der Reihe 1,2. ... Falk für welche Wix’]-+x grösser als 
p ist, also Wie! >p-e, so ist 

E E97 u . z 1 

ZWie(c+1)]= Fa = &a-+! z— = 


Ist p = 4»+ 1. so verwandelt sich diese Formel in 


y. 


| l 
za = (3p- ml 4 


Dieser Ausdruck. mit der Formel (5.) verglichen, giebt also 
k r. 


Ist » = 8y+ 3, so findet man aus Formel (6.) 


also 











a p—1 3p—1 3b— La 
_ undiien eek: wii za. 
also 
—)d Sb— Na 
- Ts einen. , 
S m p 
ne i Ssb— 2a 7 B » 
aber I" gr 4(r'-+n’) und » = R—N =r—n ($.1), demnach k =» 
Man kann daher sagen: je nachdem p=4»-+1 oder — 4» +3, giebt 


. * » . . .. » 
es ebensoviel Zahlen «, welche kleiner als Z- sind und die Eigenschaft haben. 
dass ihr quadratischer Rest grösser als p—x ist, als es quadratische Reste 
. r» . . . ) r 
oder quadratische Nichtreste giebt, die kleiner als r sind. 


Setzt man, wenn p=8qg-+7, in dem gefundenen Werthe von % statt 











—)3 —1 Za-+2! ' 
z den Ausdruck —1=-1. I, so findet man 
33a— 3b 
KR = 1 —1, 


woraus sich ergiebt, dass für p = 89-+7, immer 38a > Zb. 
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10. 
Man bezeichne durch T,. T,, T,, T, bezüglich die Anzahl der tri- 
» 9» ) 3p 3p 
vonalen Reste, welche zwischen O0 und T T und > 5 und 7 7 und 


p enthalten sind, und durch f,, &, £,,. £, bezüglich die Anzahl der trigonalen 
Nichtreste zwischen diesen Grenzen. 


r .. . . . z ö ) 
Nun erhält man die bitrigonalen Reste. welche zwischen 0 und 5 


-— 





. . . ryr . . ) . m 
liegen. indem man die 7, trigonalen Reste zwischen O0 und E und die T, 
7 ia RE . 
ırigonalen Reste zwischen — und z mil 2 multiplieirt, und zwar erhält man 
aus T, die geraden, aus T, die ungeraden bitrigonalen Reste zwischen O und 
4 x - . Er . ) 
En Ferner erhält man die bitrigonalen Reste, welche zwischen 5 und p 
. . . ri‘ . . ) ) 5 Zu 
liegen. indem man die T, trigonalen Reste zwischen r und n und die T, 
’ 3p da a FT 
trigonalen Reste zwischen n und p mit 2 multiplieirt, und zwar aus T), die 


veraden, aus T, die ungeraden bitrigonalen Reste. Ebenso ist es bei den 
Nichtresten. 
Ist nun p = Sg+1. so folgt ($. 5), dass T, und T, gerade Zahlen sind, 
und ferner 
T+T,=B,+B,=?2r ($. 4). 


Ferner 


Ist p=8g+5, so sind 7, und T, ungerade Zahlen, man hat aber wieder 
T, 4 T; — ar; T, — 2; _— m. 


Ebenso findet man in beiden Fällen 


’ 


+1, = an‘; Kehur. 


u. —1 
Aus #4, + = 


Zahl ist. 
Ist p = 89+3, so folgt unmittelbar aus $.5 
T, =t,—1, T, = tb, +1, „=hb, I sh. 





folgt, dass jedenfalls /, und daher auch t, eine gerade 





Au T, +, = PT folgt mithin 7 





8 
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—)d 
wi 





und aus T,+1,—# 
a 4 
also da K+R + BR +Tn= Z- =btbtbHt, 


Ist p = 8gq+7, so hat man, wie im vorhergehenden Falle. 

















T,=1t,; I, =4,—1, 
ferner 
,=b; T,= 1,4 h. 
+1 +1 vn 
Hieraus ergiebt sich T,=T, = RI se: t, = und wieder 
In In je 
mn m Fa 3 ‚+ | 
Erna, 044 
MW 3 4 Ei 3 4 
11. 
Da z/2@+1) immer eine gerade Zahl ist, so ist, wenn z(c+1)=mp-+r 
z(c-+1) mp r 
und r gerade, auch m gerade, also = bu. --; ist dagegen r un- 
., z(2-+1) m—1 p-+r 
gerade, also auch m, so ist ——— = —— :9-+—— , d. h. der Rest von 
r(2 +1) . r p+r . ' 
E — ist — oder ; 9, Je nachdem r gerade oder ungerade. Bezeichnet 


man daher durch » die Anzahl der ungeraden bitrigonalen Reste, so dass 
mithin x = T,+T,. so ist 


Sa up 


> 79 





Da nın S7+ 20 =Fa+>/, so folgt 

12.) 20-87 = Fß—up. 
Aus (11.) ergiebt sich, dass Io und « zugleich gerade oder ungerade sind, 
also. wenn p=8g+7, nach Formel (7.) « gerade oder ungerade, je nachdem 
q ungerade oder gerade. Nun wurde bewiesen, dass in diesem Falle T,=g-+1. 
also muss T, immer gerade sein, mithin auch £,. und da T,+T, = 2q9+1, so 
ist T, ungerade und daher ti, gerade. 





Ferner folgt aus (11.), da Sa+FP=p: Az „ das, für p=4r-+1. 


=/ zugleich mit F«& und also auch mit « gerade oder ungerade ist, dagegen, 
20 * 
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für p =4n+3, 27 ungerade oder gerade, je nachdem « gerade oder un- 


serade. Aus (12.) folgt hiernach: 
Je nachdem p=4n+1 oder =4n+3, ist Z20—3y gerade odeı 


ungerade. 


12. 
Ist » = 4»-+1. dann sind, wie ich in meinem früheren Aufsatze ($. 2 
und $. 3) gezeigt habe. M und 2M trigonale Reste, und, abgesehen von diesen 


zweien. lassen sich die übrigen Reste immer paarweise so zusammenstellen. 





. Y ‘ nf . en N 
dass ihre Summe =2M, d.h. - I - oder p +2 z ısl. It y=8g+1. so 
p—1 9p—1 En. ER | . rn 
ist M= =——, dagegen ist M = "—, wenn p=8qg+5; also liegt M im 
“ o7E S 
y . p “ . . p 3p p y 
ersten Falle zwischen O und gg; Im zweiten zwischen 5 und 7 Da 1:=F,. 


so hat man daher, wenn p=8q-+1, 


ah Ft de -2)( ER 
= = +7 -+5-753 HT er 





und, wenn p=8g4+9. 


er A j rqv , be \ 
et et +) p+ p—1 )- 
/ ua DE Be Zi 


Setzt man nun statt T, und T,-+T, die in (10.) gefundenen Werthe. so findet 


man in beiden Fällen 





2 \ Bi p+1 Pr} R: T,_ a" 
(19. Er = +5 Hn')p. 
Demnach 
p—1 p—I T, 
(14 zu = -——— —-G +’ )p 
und 
.. “ \ —1 2 
20-2, = (3p 1). —(T,+ 20’) p 
oder auch 
u. RN a —1 
15.) 20-2, = (2r’ - T,)p-(p+1)- 


13. 


Die Anzahl der ungeraden bitrigonalen Reste einer Primzahl p ist immer 


ä ) 
kleiner als ri 
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Sei zuerst p=4»-+1. In diesem Falle ist ($. 2) 








w[(? -z)(? - -r)] = WIx’]+n oder = W[x«])+n-—p. 
je nachdem W[x’] eine der Zahlen 0, 1, ... 3», oder 3n+1, ... 4m ist 
Man erhält also die sämmtlichen bitrigonalen Reste, indem man zu den qua- 
dratischen Resten der Zahlen 0, 1, ... a ei noch » addirt. wenn der qua- 
dratische Rest kleiner als i dagegen »—p dazu addirt. wenn der quadratische 


« 
3» 


Rest grösser als 7 

Ist nun » eine gerade Zahl, also p = 8q-+1, so gehört », welches ein 
quadratischer Rest ist, zu den geraden quadratischen Resten zwischen O0 und 
n deren Zahl @, ist ($. 1,5). Indem man zu diesen @, quadratischen Resten 


n addirt, erhält man @, gerade bitrigonale Reste und ebenso, indem man zu 


. . 5 . ) . 
den U, ungeraden quadratischen Resten, die zwischen O und r liegen, 


addirt, erhält man U, ungerade bilrigonale Reste. Nun entsprechen den U, un- 


. . ) . 
seraden quadratischen Resten zwischen O und I ebensoviel gerade quadra- 


' 3p ’ 
tische Reste zwischen na: und p, und indem man zu letzteren 2—p addirt. 


erhält man ebensoviel ungerade bitrigonale Reste. Den @,—1 geraden qua- 


dratischen Resten, welche ausser » zwischen den Grenzen O0 und ” liegen. 
entsprechen @,—1 ungerade quadratische Reste zwischen = und p, aus wel- 
chen man also wieder durch die Addition von »—p ebensoviel gerade bitri- 
gonale Reste erhält. Dem » selbst entspricht p—», aus welchem sich durch 
die Addition von »—p nur Null ergiebt. 

Aus den quadratischen Resten zwischen O0 und 7 und zwischen r 
und p entspringen mithin 2@,—1 gerade und 2U, ungerade bitrigonale Reste: 
zu den geraden ist aber noch » selbst hinzuzufügen, welches durch die Ad- 
dition von » zu Null entsteht, so dass man nun 2G, gerade und 2U, ungerade 


3 
P und 


bitrigonale Reste hat. Da nun ferner zwischen vi 1 ebensoviel gerade 


als ungerade quadratische Reste liegen, aus welchen mithin durch die Addition 
von z auch ebensoviel gerade als ungerade bitrigonale Reste entspringen und 
G>UL, ($.1,c), so ist mithin bewiesen, dass, wenn p = 8q-+1, mehr gerade 
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als ungerade bitrigonale Reste vorhanden sind. Nun ist die Anzahl aller bitri- 


—1 f a 
I: also die Anzahl der ungeraden kleiner als BZ. 


Ist » ungerade und also p= 89+5, so erhält man aus den @, ge- 





sonalen Reste gleich 


raden quadratischen Resten durch Hinzufügung von » ebensoviel ungerade bi- 
trigonale Reste und aus den ÜU, ungeraden quadratischen Resten ebensoviel 
gerade bitrigonale Reste. Ferner entsprechen den @, Resten ebensoviel un- 
gerade quadratische Reste zwischen $p und p und daher, durch Hinzufügung 
von n—p, ebensoviel ungerade bitrigonale Reste. Den U,—1 ungeraden qua- 


. . ) . 
dratischen Resten, welche ausser » zwischen O0 und T liegen. entsprechen 


3p 
4 
soviel gerade bitrigonale Reste. Aus den quadratischen Resten zwischen 0 


ebensoviel gerade quadratische Reste zwischen — und p und daher auch eben- 


h) ) 
und T und ar und p entspringen also 2@, ungerade und 2U,—1 gerade bi- 


trigonale Reste, zu den ungeraden ist noch » selbst hinzuzufügen, so dass 
man 2@,+1 ungerade und 2U,—1 gerade hat. Nun ist in diesem Falle 
@,< U, ($. 1,c) und mithin 2@,-+1 höchstens gleich 2U,—1. Da nun wieder 


9 
° ) OTJ) 
aus den zwischen z und 


rade als ungerade bitrigonale Reste enispringen. so folgt. dass es überhaupt. 


liegenden quadratischen Resten ebensoviel ge- 


wenn p=8g9+95, nur höchstens ebensoviel ungerade als gerade bitrigonale 


. 1 we 
Reste, also höchstens —— ungerade bitrigonale Reste giebt. 


Ist py=4n-+93, so erhält man, wie aus $.2 folgt, die bitrigonalen 
Reste aus den quadratischen. indem man zu den quadratischen Resten der 
p 


Zahlen O0. 1. 2, ... 2» —1. je nachdem diese Reste kleiner als = oder 


ee EA f 
grösser als — sind, noch 32+2 oder 3n+2—p addirt (während der Rest 





ww £ . r Ya 
I; wenn man 32-+2 dazu addirt, auf Null führt). 


Man kann dies aber in anderer Weise ausdrücken. Man bringe nämlich 
diese quadratischen Reste in drei Abtheilungen, indem man bezüglich zur 


jsten, ten, ten Abtheilung die Reste rechnet, welche kleiner als I, zwischen 


‘ 


3 a a 
— und 7 oder zwischen 4 und p enthalten sind. Diejenigen unter den 


. ) . . 1. 
zwischen O und X liegenden Zahlen 1, 2, ... x, welche quadratische Nicht- 


4 
) ; 3 
reste sind, entsprechen den quadratischen Resten zwischen nr und p, indem 
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jedem solchen Nichtreste @ ein Rest p—« entspricht. Nun soll man, um aus 
p—e« einen bitrigonalen Rest zu bilden, 3”+2 —p dazu addiren. Statt dessen 
kann man 3”+2 zu —a addiren. Man sieht demnach. dass man die bitri- 
: 3p r 
oonalen Reste, welche aus den zwischen 7 und p liegenden quadratischen 
Resten entspringen, erhält, indem man zu den mit negativen Zeichen genom- 
. 2. i ) j a 
menen quadratischen Nichtresten zwischen O0 und Z noch 32-2 addirt. Man 


kann daher sagen, man erhält die sämmtlichen bitrigonalen Reste, welche aus 


3 ) . . /aT . 
den zwischen O und liegenden quadratischen Resten (Null eingeschlossen) 


4 
hr 3p \ ' e a 
und den zwischen 7 und p liegenden entspringen, indem man zu den Zahlen 
0,1,... 2, welche theils mit positiven theils mit negativen Zeichen zu nehmen 


sind, noch 32+2 addirt. 

Sei nun p=8q+7, also » und 32-+2 ungerade Zahlen. Indem man 
3n+2 zu den Zahlen O0, 1, 2,.... » addirt, mögen nun diese Zahlen mil 
dem positiven oder negativen Zeichen genommen werden, erhält man ebenso- 
viel gerade als ungerade Zahlen, d. h. unter den bitrigonalen Resten, welche aus 


. . . ec r . 
den quadratischen, die kleiner als r sind (Null eingeschlossen), und den quadra- 


3p ) 
tischen zwischen = und p entspringen, giebt es ebensoviel gerade als ungerade 
Hierzu kommen nun noch die bitrigonalen Reste, welche aus den zwischen 


p 2 

T und = liegenden quadratischen Resten entspringen; die Zahl der geraden 

quadratischen Reste zwischen diesen Grenzen ist @,+@,, von welchen jedoch 
p--1 ’ . ’ 

der Rest »+1 = ZZ, der hier nicht in Betracht kommt. abgezogen werden 


4 
muss, so dass nur @%,-+@G,—1 gerade quadratische Reste übrig bleiben. Aus 


diesen entspringen, indem man die gerade Zahl 32 +2 —p hinzuaddirt, eben- 
soviel gerade bitrigonale Reste, und ebenso entspringen aus den U;+U, un- 
geraden quadratischen Resten zwischen diesen Grenzen ebensoviel ungerade 
bitrigonale Reste. Da nun, wenn p=8g--7, nach $.1,e, @,>U, und 6, >U, 
und daher ,+G@,—1 > U;,+U,. so giebt es mehr gerade als ungerade bi- 


trigonale Reste, die Zahl der letzteren ist also kleiner als T d. h. es giebt 


z — 3 % 
höchstens T- ungerade bitrigonale Reste. 


Ist p=8g+3, also » und 3”+?2 gerade Zahlen. so erhält man, indenı 
man 32+2 zu den Zahlen 0, 1, 2,...» addirt, eine gerade Zahl mehr als 
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ungerade, die Wiederholung der vorhergehenden Betrachtung zeigt daher, dass 


p 
4 


und p ein gerader bi- 


in diesem Falle aus den quadratischen Resten, welche kleiner als — (Null einge- 


3p 
4 
trigonaler Rest mehr als ungerade entspringt. Aus den @,+@, geraden qua- 
un i er p 3p ’ 2 
dralischen Resten zwischen n; und 7 entspringen durch Hinzufügung von 
3242 —p ebensoviel ungerade bitrigonale Reste, und aus den U,+ U;—1 un- 


schlossen). und den quadratischen Resten zwischen 


veraden quadratischen Resten zwischen diesen Grenzen, welche übrig bleiben. 
wenn man von dem nicht in Betracht kommenden Reste »+1 absieht. ent- 
springen ebensoviel gerade bitrigonale Reste. Nun ist in diesem Falle ($. 1,e) 


U,+U,—1 w” (M+G;. 


Es giebt also jedenfalls mehr gerade bitrigonale Reste als ungerade, und daheı 





ist die Anzahl der letzteren höchstens — 3 Fasst man alles Vorhergehende 
zusammen, so ist mithin der Satz bewiesen: die Anzahl der ungeraden bi- 
trigonalen Reste ist kleiner als ru Mit anderen Worten: je nachdem p =4r-+1 
oder 42--3, ist die Anzahl der ungeraden bitrigonalen Reste ee oder 
> 2 und daher die Anzahl der geraden bitrigonalen Reste im ersten 
Falle — en im zweiten et Man kann diesen Satz aber noch in 
anderer Gestalt aussprechen. Es wurde nämlich oben ($.11) bemerkt, dass die 
E 


Anzahl der trigonalen Reste, welche grösser als sind, der Anzahl der un- 


2 
geraden bitrigonalen Reste und also die Anzahl der trigonalen Reste, welche 


Lu u en; 
kleiner als £ sind, der Anzahl der geraden bitrigonalen Reste gleich ist. 


Man hat daher auch den Satz: 








Je nachdem p=4n»+1 oder =4An+3, ist ve PT sie = ei 
v N Fi u ni — 1 
und TW+T; = I oder — ET 


Berücksichtigt man die in $. 10 gefundenen Werthe von T,, so folgt 
hieraus weiter, dass, wenn p=4»+1, T, nicht grösser als r' sein kann und 
also T, nicht kleiner als r', da ,+T,;, =?2r' ($.10). Ist p=8g+3, so ist 


x Br und ist p = 8g+7, so ist T, = I 


und T, = g im ersten und = g+1 im zweiten Falle. 


, also in beiden Fällen T,=q 





. 











Stern, über quadratische, trigon«le und hitrigonule Reste. I61 


14. 
Hieraus folgt weiter: Die Summe der rigonalen Nichtreste jeder un- 
in» . . . v - > 
geraden Primzahl ist grösser als die Summe der trigonalen Reste. 


Ist nämlich p=4n+1, so ist, da T, nicht grösser als r’ sein kann. 





£ ! 4A _ ’ ! — p—1 » 6} . ‘ 3 ry . r 

2r -T,>r, aber r > 2 ($. 1, a) mithin. da 2r—T., eine voanze Zahl 
© h a m p—1 : a, h er 
ist. mindestens 2r'—T, — Er or I, also, nach Formel (15.), ZI—3y positin 


‘ . ö ° 2 . 
Ist y=4n+3, so ist zu unterscheiden zwischen p = 89q+3 und p= Sy -+ 7 
Im ersten Falle folgt aus Formel (12.), wenn man den in $.6 gefundenen 








| "| Ve RE 
Werth 29 = 2b — —— berücksichtigt, 
2: 
Sy Br >y ——— k % a u 
>) —/ — Sb u 
u ne - 2 P—.) 
Nun ist in diesem Falle, wie oben gezeigt wurde, höchstens u = also 
. u 3p—1 p—3 
Z0—-27, 2b— - —— — —p 


. re. » en un | | 
aber da &b ein Vielfaches von p und grösser als Xa, also mindestens / a. 


ist. so folgt 











v3. 2,22, sp—1 
S0-2, 777 —, 
also positiv. 
Ist p = 84-+7, so ist ($. 6) 
2 Ri zen 
und nach Formel 7.) 
p—1 3p—1 
23 =77 pP; 
also nach Formel (12.) 
! —1 3p—1 
u — 1-3 
mithin, da IT, 
— p+1 ” 
20-2,5 1 „ also positiv. 


>. also 


Itp=4n+1, so ist =y+20=>Fa+zb=2>a, nun ist 20 >27, 
ZZ >D3a und Fy< Sa. 
Aus den in $.12 gefundenen Werthen von &y und I) kann man 
aber die Differenz Zd— Sa oder Za—>3y noch genauer bestimmen. Man 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 21 
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hat nämlich 


a E ur I p—1 
> d u B' Y > p . Pr Suiten Ana Pr» — da GH 7 n ')p. 


4 2 
! ! 
nr rg . . ! —-n ven . 
Nun ist 7, höchstens gleich r', also da —— = En -, so ist 
2 | 
r ’ 
> Ad ey . P — Ss p—1 — ) 
u u, 2 je o% / 
l « f D—)D r ö 
bei — — „ also höchstens »’ = ——. mithin 
Ip +1 
in yaryıl Et _- onen EB 
a — } : 30) —(ü > 16 
Ist p in+ 9. so ist wieder 2Yy4 20 = 3&ar+rzb, also da zb > Fa, 
I) »Yy zy< 2b. 
ist p=4dn-+1 und vergleicht man den Werth von &y mit Formel (5.), so 
ergiebt sich 
a 
u; a 34 e. ne 
'% / 
rn R; r ’ —1 Bine 
Da nun —°* höchstens gleich — und r’ nicht grösser als f y_ sein kann. so ist 
a p- a 
3y—Za>(PT- 
Diese Differenz kann auch negaliv sein. 
Aus Id > >y folgt auch noch, dass immer I5 > up. 


15. 
Ist p=8g-+1, so geht die Formel (10.) mit Berücksichtigung deı 


Formel (13.) in 


ip = (T,- -2n' BEN 


Ä 


, = T+Rn—g 
über. Nun ist 7, gerade ($. 10), also A zugleich mit q gerade oder ungerade 
Da r+n=2g und T, mr, so ist A=& r+2n"—g, d.h. A<n+g, und da 


"<q ($. u so ist A<I2g. 
Ist p= 8gq-+9. so findet man 
= T, +2" —(g+1). 


Nun ist 7, in diesem Falle ungerade und höchstens r’, mithin wieder A zu- 


w 
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oleich mit g gerade oder ungerade und. da r-+n 29 +1. auch in diesem 
Falle An +g, also da »’ höchstens gleich q, so ist A höchstens gleich 24 
It p=8g+9,. so hat man zunächst nach Formel (10 
a ” 3D | 
ip = 2Ey— Za— 
und mit Rücksicht auf Formel (6.) 
ıp = 22Y > a 
oder (nach Formel (11.)) 
I=s- TH 
Nun ist in diesem Falle T,=g ($. 10). also 
= T;+g, 
und da ,=g, so ist A <.. 2g. 
Ba f RR je d—1 Pe 
Ist p= 8q T(, so ıt Ap= 22Y - Sa I oder (Formel (11 
ip PER, -; p—1 
. = UÜ— u t — — ı 
j a+up z 
u a - ” sp—i1.,. 2b—- 2a Sb—-Fa 3 
aber (Formel (7.)) Za— Fa = ee ee 
ie) 2 p i 
mithin 
91 
[ = A+H-r— PT 
“ 
. +1 
oder da T,— PL, 
w 
I — T, + r. 
also da T, = g und r' mindestens = gq-+1. so ist 4 < ?2r' 
| Göttingen, im Februar 1869. 


21 * 








Leber die Invarıanten bmärer FKormen beı höheren 
Transformatıonen. 


(Von Herrn Gordan zu Giessen.) 


Di. Theorie der linearen Transformation ganzer homogener Functionen 
ist seit langer Zeit Gegenstand der Untersuchungen der Mathematiker gewesen. 
Dagegen hat sich für höhere Transiormationen bisher mehr das Bedürfniss ge- 
zeiel. als dass man sie auszuführen versucht hätte. 

Man kann hierher die Untersuchungen rechnen, welche bei den alge- 
braischen Gleichungen vemacht sind, indem man als neue Unbekannte eine 
oanze Function der ursprünglichen einführte; wie zum Beispiel Herr Hermite 
(Comptes Rendus tome 46 pag. 961) im Sinne der Invariantentheorie diese dazu 
benutzt, um bei der Transformation der Gleichungen vierten Grades die erste 
Invariante verschwinden zu machen. Aber vollständig treten die Eigenschaften 
einer solehen Transformation erst hervor, wenn man die neue Unbekannte als 
(uolienten zweier Functionen der ursprünglichen Variabeln einführt, oder 
allgemeiner, wenn man die homogenen neuen Variabeln proportional homogenen 
Funetionen gleich hoher Ordnung der ursprünglichen Variabeln setzt. In diesem 
Sinne lässt sich die Aiemannsche Transformation der Fundamentalgleichung 
einer Classe von Abelschen Functionen als höhere Transformation einer zwei- 
[ach binären Form auffassen, und so haben Herr Clebsch und ich in unserer 
„Theorie der Abelschen Functionen* dieselbe Transformation einer ternären 
Form dargestellt (vgl. auch Cayley, London Mathematical Society II.). 

Man macht von diesem Gesichtspunkte aus sofort die Bemerkung. dass. 
wenn 
Fass.) 
durch die Gleichungen 
oYı = Yildiz... 2u)> 


oY: (71, ... 2.)s 


0Y, Zu ul, : ©.) 
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transformirt wird. die neue Form: 

F(yı,.-. %.) 
zu Coefficienten simultane Invarianten von den Formen f, 1» ::: %, 
dass also die Invarianten der neuen Form, welche sich aus diesen zusammen- 
setzen, ebenfalls simultane Invarianten derselben sind. Die Theorie der höheren 
Transformationen tritt so mit der linearen Transformation in unmittelbare Ver- 


hat. und 


bindung. 
Ich beabsichtige im Folgenden einen Beitrag zu der höheren Trans- 


formation binärer Formen zu liefern. Indem ich zunächst einige allgemeine 
Prineipien kurz auseinandersetze, wende ich sie auf die Transformation zweite: 
Ordnung an, führe diese bei Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 
aus, indem ich die Werthe der Invarianten der transformirten Gleichung an- 
gebe, und benutze die höhere Transformation insbesondere bei den Gleichungen 
vierten Grades dazu. nach dem Beispiele des Herrn Hermite, eine oder die 


andere ihrer Invarianten verschwinden zu machen. 





Erste Abtheilung. 


Allgemeine Eigenschaften der Invarianten einer transformirten 
| Form. 
$.1. 

Transformation einer Gleichung. 

Bekanntlich führt die Elimination der Variabeln z,,. x, aus den homo- 

genen Gleichungen »* und »,'e Ordnung 
(1) f=0 (symbolisch (a, +@2%)"=aL =bi...), 
2.) 9y=pa+tpa m +Ypai"z... (symbolisch p% = gi...) 
auf eine Resultante AR,,, welche in den Coefficienten der Formen f und y 
die Dimensionen r, und » besitzt; zerfallen die Ausdrücke f und y in die 


Factoren: 


3) 9 = a,aLral...a, 


(4.) f = (as) (02,) (22;)...(22,), 
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wobei (zr,) einen Ausdruck der Form „az, (2) — 2; (&;)“ bedeutet, so erhalten 
wir für A,, bis auf constante Factoren die Werthe: 
(9. R 
(RR \ Pa n hi, n, 
6.) Ru = pay 


Ye 


IM\n 


fo = (aa) (bae')"(ca')“..., 
Die Wurzeln der Gleichung 


f=0, 


die man eigentlich (=) nennen müsste, werde ich bisweilen kurz mit x, be- 
wi U y 
zeichnen. 
Setzen wir nun statt der 2ten Form g das Binom 
z,1+2,m, 


in welchem die Grössen 3 zwei neue Variable, die Formen: 


.) i=Sl,ıa Hat tl, n... (symbolisch = ii...). 


x 


rl, 


8. m = m ct +m at" + m cn”... (symbolisch m“; = m.) 
zwei beliebige Formen n,'°% Grades bedeuten, so wird R,, eine Form nt° 
Grades in den Variabeln z. 

Wir nennen diese Form, da sie aus der ursprünglichen Form f mittelst 
der Substitution: 


entsteht, die transformirte Form und bezeichnen sie symbolisch durch: 
(9.) R,, au pn, 


Die Gleichung: 

10) 9=3!/+2.,m=0 
wird die Substitutionsgleichung, die Coefficienten der Formen / und m werden 
die Substitutionscoefficienten genannt. 


Die Wurzeln der Gleichung 
nr =0 


' ; u 2 
werden aus denen von f gefunden, indem man in rt die Wurzeln der 


gegebenen Gleichung einführt, also mittelst der Formel: 


(11.) -(—) = 8. 
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Thema der Abhandlunse. 


Wir bezeichnen die Invarianten der ursprünglichen Form durch J; odeı 
schlechthin J, die entsprechenden Invarianten der transformirten Form durch 


J; und stellen uns in dieser Untersuchung die Aufgabe, die Eigenschaften 


der Ausdrücke J, zu studiren, insbesondere werden wir uns mit der Frage be 
schäftigen, wie sich die Invarianten J,; durch die einfachsten simultanen In- 


verianten der Formen f und p darstellen lassen 


S. 3. 
Die Combinationen, in denen die Substitutionscoeffhicienten in den Invarianten 
transformirten Form auftreten 
Die erste Frage, die sich unseren Blicken darbietet, geht dahin, in 
welchen Combinationen die Substitulionscoefficienten in den Invarianten J, 


vorkommen. 
Die Resultante A,, ist in den Coefficienten der Form g eine homogene 
Form „te Grades, wir können sie symbolisch darstellen durch: 
R,,= (9 9 +%p.+0%9;..."= a=ß,. 
Setzt man in dieser Formel für g seinen Werth 23,/+2,m, so wird 
Rh, = (3,0 220,)" 
Man erhält die Invarianten dieser Form aus denen der ursprünglichen 
durch die Symbole ersetzt 


f, indem man die Symbole «, &, b,, b.. 


0, Os P1, B 
Herr Clebsch hat nun Bd. 59 dieses Journals p. 13 bewiesen, dass 
die Invarianten der Form f aus symbolischen Producten bestehen, deren 
Factoren die Form haben: 
ab, —b,a;. 
Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, so sehen wir, dass die 
Invarianten J; aus Producten bestehen, deren Factoren die Form haben: 
Pm— Pırom; 


die Substitutionscoefficienten mithin in denselben Combinationen enthalten. wie 


die simultane Covariante 
(1.) Ia)m(y)—m(a)l(y) = O(zy), 
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worin die Zeichen /(x), m(z), !(y), m(y) die Functionen /, m bedeuten, ge- 
schrieben mit den Variabeln x,, x, oder yı. y,. Es ist daher symbolisch: 
K2a)=%; mla)=m; Iy)=%; my)=mn. 
Die Invarianten Jz sind daher simultane Invarianten der Formen | 


und 6(xy). 


$. 4. 
Fortsetzung. 

Die Formen / und m besitzen eine Reihe von simultanen Covarianten. 
welche linear für die Coefficienten jeder der beiden Formen sind. und welche 
alle die Form haben 

(1) 9, = (Im)”*' Em (symbolisch »9°%,). 


wobei wir 


2.) n-aPr—1= u 


oesetzt haben. 
Man erhält alle diese Covarianten 9,, indem man für v alle ganz- 


° + * n —f! . 
zahligen Werthe setzt, welche kleiner als —5— Sind. 
Wir behaupten nun, dass die Covariante O(xzy) stets in die Form ge- 


hracht werden kann: 
(3.) (xy) a 2, C, (ay)”r' er. Br, 


in welcher die Grössen Ü, numerische Constanten bedeuten. 


Beweis. 
Wir setzen in der Identität: 
IE = (Im)” +! lem“ 
r+4y statt x und erhalten die Formel: 
at, = (Im)? + Al Im, + Am,}# 


= (Im (EHRT AH )ETR...) 
X (»“m+ 4 (7) m.my AH T'+ (5) m. u | ): 


Setzen wir auf beiden Seiten dieser Gleichung die Coefficienten von A“ ein- 
ander gleich, so entsteht die Formel: 


FR 2 , 2 
a a EA Ey Te en 











“ 











g 
I 
I 
I 
j 
I 
} 
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Führen wir nun für die Symbole /,m,+m,l!, und /, m, — mt, = Im)(xy) die 
Bezeichnungen 2A und 2D ein. setzen wir also: 
lm, A+B, 

4. | 

\ Mm X a A Eu B. 


so erhalten wir die Gleichung: 
‚%) 
U yu dıu 
; ı 1) 
$ ) \ Y,? 


T I [2] | f uw I U j \ UA n PER. ) 
(m? (A+BI + (A+B)""(A-B Ho) (A+B)“(A—B)’4 


Da in derselben sich die linke Seite nicht ändert. wenn man die Va- 
riabeln x und y vertauscht, so gilt das Nämliche von der rechten Seite: der 
eingeklammerte Ausdruck enthält daher nur gerade Potenzen des Symbols B 

Entwickelt man den Ausdruck auf der rechten Seite nach Potenzen von 
A und 5, so nimmt die obige Formel die folgende Gestalt an: 

3,9%, = (Im)”*'ih,A"+h,» A’B+h,A""B’+-.-}, 


wo die Coellicienten h,, positive numerische Constanten bedeuten. 


Multiplieirt man schliesslich mit dem Ausdruck (ay)"*= (ay)”'" (s 
Formel (2.)). so geht diese Formel, da: (Im)(zy) =2B (s. Formel (4.)) ist, in 


die foleende über: 
(ay)” ae .De, = 4" BY" + 9, Ar Br tt, Ar Der 4 


wo wir h.2”""=g,. gesetzt haben. 


Diese Formel gilt für jeden ganzzahligen Werth von v, der kleiner 











n, B,.4 2 i i 
ist als -— : ist », gerade, so kann man daher für v» die Werihe setzen: 
n —?2 n, — 4 n.— 6 
=, an, u, | 0; 
2 2 2 
ist es ungerade, die Werthe: 
n—-I3I U m 3 m! 0 
2 bv) 2 . 2 [u 2 . \ . 
Somit erhalten wir für », serade die Formeln: 
xy and et, AB"', 
a fi X Z— 2 _ _ —- ( 
(zy)" pe F -: Va n,—t u In— ’ A’ B""° + g n,—4+ u, 
. — Y, > u. 4, ) u 5 «+ 


y n—1l __ n—1 ! n,—3 P3 
(ay)d x. 2 IN, = nA B-+g» A b +‘ 
Journal für Mathematik Bd. LXXL Heft 2, 22 
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für zn, ungerade die Formeln: 
AB" +4 B" 
0 TIn—3 2 ’ 


$) ‘ ? , 





na \ı—? Q2 2 PEBER 
ya si on gu 


Y — 


.. _ v ZEHN iin 


> 7 


- - 


— 


’ 


zy n,—4 9* ne 9 Re u Ins BR Alan Re + g.- u B' 
r. - ee 


n,—l1 n—1 nl | nn, —. 3 
ty) hy 0 Fe Il ı B+g,A 1 ’>B 7'",, 
denen wir die Identität hinzufügen: 
(zy)" (Im)" = 2” BD" (s. Formel (4.)). 
Diese beiden Formelsysteme zeigen, dass die Ausdrücke: 
A oO 
ge—r+D) Berti 
für jeden Werth von v in die Form gebracht werden können: 
) ae me Er A IE re 3 ae 
wo wieder die Coefficienten @,, numerisch sind. 
Die Function: 
4(zy) = IE my — my, 
erhält, da: 
im, = A+B, 
ml, = A-B 


(s. Formel (4.)) 


ist. die Form: 


d(zy) = (A+ BJ" —(A—B)" =2,(,., JAH BU, 


und wenn man 
2 (,,,4)20, = C, 
setzt, die Form: 
u) RE ENTN, 

w. z. b. w. 

Der eben bewiesene Satz zeigt, dass sich die Coefficienten der Form 
# linear aus den Coefficienten der Covarianten 9, zusammensetzen lassen. 
(Umgekehrt kann man beweisen, dass die Coefficienten der Formen 4, lineare 
Functionen von denen der Covariante #(zy) sind.) Es gilt mithin der Satz: 

Die Invarianten J5 sind simultane Invarianten von f und den Formen: 


Gi, = U) ide id 
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“all, in dem die Substitution linear wird 
Wir wollen uns nun mit dem Falle beschäftigen, wo die Substitution 
= z1+2,m 
in eine lineare übergeht, indem / und m einen Factor (», — 1)ter Ordnune 
—| 


“= 02 
| semeinsam haben. 
| In diesem Falle kann man 
= «E, 
m = am,, 
y= afz,l,+ 2z.m,} 
setzen. und die Functionaldeterminante der Formen / und m, die wir mit 9 


bezeichnen: 
1.) 3 = er! mam' (Im) (symbolisch "= 9," —...) 


.; X X \ 
erhält den Werth: 
u ER 
2.) 9 ff m'). 


\ 
i 


Ersetzt man nun in folgender Formel ((6.) des $. 1) 
R, 


in welcher das Product über alle die Werthe auszudehnen ist. welche die 
Ent (ile 


Form g annimmt, wenn man in ihr für x alle Wurzeln von f setzt) die Form 
y nach einander 
erstens durch seinen Werth 
By er I’ en / 
y= alal'+2m'), 
zweitens durch die lineare Form 


zu, +22m,, 





drittens durch die Form « und 
viertens durch die Form 9, so ergeben sich die 4 Formeln: 


R,, = IT,.o(z,)\(21l+2.m,,). 
A,.1r:m — IT, (2,1, + 22m, ) ’ 
R;. = II,a(z,), 
(U’m’)\® 2 
Rs = ( ) La («) , 


N, 





22 * 
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welche sich in die folgenden zusammenfassen lassen: 
R,, = RR, ,, 


Zaım 
x a 


Um" 
Br; = (SIR; 
n, ’ 


Die Formel für Zt,, zeigt, dass die Invariante Jz, deren Grad in den Coei- 
fieicenten durch » bezeichnet werde, den Werth hat: 


nı 


tel 


Da diese Formel stets eilt. wenn die Formen / und m einen Factor (»,—1) 


Grades oeemein haben. so ist der Ausdruck: 


1) ] 
3. R,—n, Rysd, 
eine lineare Function solcher Combinationen der Substitutionscoefficienten, welche 


verschwinden, wenn I! und m einen Factor (n,—1)'” Ordnung gemein haben. 


$. 6. 
Disceriminante der transformirten Form. 
Ich verlasse jetzt die allgemeinen Invarianten J, und gehe zur Unter- 
suchung der bekanntesten unter ihnen über, nämlich der Discriminante 4, 
Verschwindet dieselbe, so hat die transformirte Gleichung: 
rn =. 
zwei gleiche Wurzeln; es muss dann zwei Wurzeln x, und x, der Gleichung 


f=V geben, für welche die Brüche: 


) und er ); 


oleiche Werthe besitzen, für welche also 
In $. 4, Formel (3.) habe ich gezeigt. dass diese Covariante die Form an- 


nehmen kann: 

Ya) a I EETRETTN a)”, 
welche. wenn man 
(1.) Er re 1) era)” — $ (zy) 


\ 
setzi. in die folgende übergeht: 


(2.) 6(z,%;) (2,2,)0 (©, %,). 





ei- 


he 


La 
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Es sind also die beiden Fälle zu unterscheiden : 
a) wo 
6 (2,0) = LO. 


Im ersteren verschwindet die Diseriminante von f 
3.) 4= Il). 
im letzteren das Product 
(4. $ = 1,0 (z;& 

welches so wie das erste Product über alle Wurzelpaare x,r, der Gleichung 
f=0 auszudehnen ist. 

Die Ausdrücke 4, und & sind daher die einzigen. welche in 7, als 
Factoren vorkommen können und darin vorkommen müssen 

Ag hat mithin die Form 

In = CM.r, 

wo C eine numerische Constante bedeutet. und « und v zwei ganze Zahlen 
bedeuten, die sich durch eine einfache Abzählung bestimmen lassen 


In den Coefficienten der Formen f und 6 hat nämlich die Invarıanle 


IS; die Dimensionen 2n,(»—1) und »(»—1). die Disceriminante 7, die 

Dimensionen 2 (»—1) und O, das Product & endlich die Dimensionen \»,— 1 )(»— | 
n(n—1 

und —— 


- 


Es gelten daher zur Bestimmung von « und v die Formeln 
an, (n—1) = (n—I) (m, —I)v +2 (n—1)u, 


ü n(n—1) 
n(n—1) = ————r, 


> 
4 


aus denen für « und v die Werthe folgen: 

vi. 

Trägt man dieselben in obige Formel ein. so wird: 
9.) Ir = CI». 


Man kann die Veränderlichen z,, z, mit solchen Factoren multiplicir! 


w=|1, 


denken, dass: 


wie: d,;, = H,las,), (vgl. Formel (3.)) 
so auch: Ir = 1D2.(s 3) 
ist, wo die Producte über alle Wurzelpaare der Gleichung : 

EN 


auszudehnen sind. 








174 Gordan, Invarianten bei höheren Transformationen 


Dann nimmt unsere Gleichung die Form an: 
II.(33) = CIH,®2) P', 
oder wenn man für & seinen Werth aus Formel (4.) setzt: 
IT,,(22,) = CH.) 0 (2,6) = CI,We)m(z,) m (z)lKa)Y. 


Diese Formel wird identisch erfüllt. wenn man die Variabeln 3, und 
z, durch die Functionen / und m ersetzt, denen sie nach der Formel: 
po=3I1+2,m=0 


proportional sind. 


u $, 
Benutzung der Resolvente ® zur Auflösung der Gleichung f= 0. 


Das Product & zerfällt, wenn man in demselben die Coefficienten von 


ER ._ n(n—1l) „ 
/ und m als Variable betrachtet, in Ze u Factoren 6 (x,x,). deren jede: 


einem Wurzelpaare z,x, der Gleichung f=0 entspricht. 

Es giebt eine (unendlich grosse) Schaar von Formen /, m, für welche 
ein bestimmter Factor #'(z,x,) verschwindet. 

Ich stelle mir die Aufgabe, das Wurzelpaar x,x, zu finden, wenn eiı 
Formenpaar I=L, m =M der betreffenden Schaar gegeben ist. 


# 
f} 


Bildet man zu diesem Zweck den Differentialquotienten //,,(x,x,) von 4 
nach einem Coefflicienten von !: 


o%D 


Oo 
PEREREREER — ee \ eG ae v [ ‚ft 
N I, kz,)m(x,)—m(z,)1(z,)} 


vi „AB E 


u ä € e , ' 
= 2,{(@,m(2,)—2m(&,)),.0(&,&,)}: 


(in welchem g'0° alle Zahlen-Combinationen ausser 09 annehmen) und erseiz! 
hierin die Substitutionscoefficienten durch die Coefficienten der Formen Z und 
M, so verschwinden alle die Glieder der Summe, in denen das Zahlenpaar 00 
vom Zahlenpaar ©k verschieden ist, so dass sich diese Summe auf das eine 
Glied redueirt,. in dem o=i, o=k ist; man erhält dann die Formel: 

’ ce» ' 

IT .(2,%; (Fr „= Na) - u M (a) Tutk()M@.)— Me.) Le)}): 
wo für ö# alle Zahlenpaare gesetzt werden müssen, welche von ik ver- 


schieden sind. 








I 
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Setzen wir hierin für r nach einander die Zahlen r, r+1. r+?2 und 
eliminiren wir aus den so entstehenden Formeln die Ausdrücke: 
I .(%, 2.); M («,) TI... (L(x,)M Lu) —M(«,)L(x ): 

M\«) Uayk(e.) Ma )—M ix.) Lia)N, 


so erhalten wir: 


( oD | 

ee 2 in 

| ol, /ım . 

| P 

| i op +1 r+1 

er " e 

| Nch+ı/ım 

I/ ce» \ r-+-?2 | 
anne I EIEENBEE zT er m... 
ol ), 1 =‘ 


und wenn wir durch xx; (2,—x,) dividiren: 
oD | oD | aD \ 
(—-) (0 () (+0) + <—) - 0 
ol, LM al, 4 LM ol, +2? ’LM 


u ° 


Setzen wir wieder r+1 statt r, so erhält man aus dieser und der obigen 


Formel leicht die quadratische Gleichung: 
TRAM a 
IN. 0% Fin ol,ı /ım 


I a = 


al, 7 cam in 
( a) ) ( oD ) y 
| —— — | 
|\ol,.ı2 /ım ol,/3/ıMm 


deren Wurzeln x, und x, sind. 
Gehören die Formen ZL,. M, einer zweiten Schaar von 9-Formen 
r, entspricht, wird also: 


nd 





an 


etwa derjenigen, welche dem Wurzelpaare «;: 
L, (2,) M, (7) u; M, \ T, 4 (7;) _— VÖ, 
so genügt die Wurzel x, noch einer zweiten quadratischen Gleichung und 
lässt sich rational in den Coefficienten von Z, M, L,. M, ausdrücken, so das: 
wir den Satz bewiesen haben: 
Die Wurzeln der Gleichung f=0 lassen sich darstellen als rational 


. n . ö n(n—1) „ 
Funetionen der Coefficienten von irgend — „— Formenpaaren 
he 


LM: L» M,; ; L,M,; 638 ER Mc 1) s 


) 
- 





7 


welche den verschiedenen Factoren des Productes & entsprechen 
l 
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$. 8. 
Darstellung der Form ®. 


Wenn der Ausdruck & für irgend eine Substitution verschwindet. s« 
muss einer seiner Factoren 
Kz)m(x,) -m(x,)l(«,) 
verschwinden. Es lässt sich dann stets ein Grössenpaar z, und 2, So be- 
stimmen, dass der Ausdruck: 
= 31+2m 
die Wurzeln x,, x, mit f gemein hal. 
Um den Ausdruck D direct zu finden, muss man daher 2,,. % aus d. 
heiden Gleichungen eliminiren, welche aussagen, dass die (Gleichung 
g=z3I1+2m=V 


swei Wurzeln mil der Gleichung f=V gemein hat. 


Zweiter Abschnitt. 
Die Invarianten der transformirten Form bei quadratischen 
Substitutionen. 


$. 9. 
Darstellung der Resultante zweier Gleichungen mittelst ihrer symbolischen Ooetficiente: 
(Clebschsche Formeln). 
Im Falle 2, =2 werden viele Resultate einfacher, und es lassen sic) 
viele Operationen ausführen. die wir im Allgemeinen nur andeulten konnten. 
Um zu untersuchen. wie sich in diesem Falle die obigen Sätze und 
Formeln gestalten. beginnen wir mit der Aufstellung der transformirten Glei- 
chung selbst. Herr Clebseh hat im 58. Bande dieses Journals pag. 273 ein 
Verfahren angegeben. wie man die Resultante R,, der Gleichung f= 0 und 
der quadratischen Gleichung %=0 durch die symbolischen Coefficienten der 
Formen /f und g einfach darstellen kann. Da wir die Endformeln brauchen. 
so wollen wir hier seine Methode kurz wiederholen und nur in einigen un- 





S( 


be- 


Te] 


ich 
en. 
ınd 
el- 
ein 
ind 
ler 
PN. 
n- 
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bedeutenden Punkten von ihr abweichen, um die Resultate in einer unserer 
Untersuchung angemessenen Form zu erhalten. 
Die gegebenen Gleichungen sind: 
f=-% 
und 
gm, =e,ß,— ($. 1. Formel (3.)). 
Aus der letzteren folgert man leicht die Identitäten 
(ap) (by) = (ac) (aß) (ba)(bP). 
2(ay)(by) = (ac) (bP)-+ (ba) (af), 
— 2 (ab) (pP) = {(ac) (bp) — (ba) (af), 
welche zeigen, wie sich die symmetrischen Functionen der Symbole: 
(ac)(bP) und (ba)(ap) 
durch die symbolischen Coefficienten von f und g ausdrücken lassen. 
Man kann nun der Resultante ($. 1, Formel (5.)) R,, = (a«)*(bP)" die 
Form geben: 


R,, = }{(aa)'(bB)"+(ba)’ (aß)"}, 
welche symmetrisch in den obigen Symbolen ist, also rational aus den Aus- 
drücken 
(ap)'(by,). (ap)(by), (ab)(yyı) 
zusammengesetzt werden kann. 

Für die Fälle »=2, 3 und 4 werden die Olebschschen Formeln, wenn 
wir, was wir in der Folge stets thun werden, die quadratische Invariante 
zweier beliebigen quadratischen Formen / und m 

1.) (Im) = Am 
setzen, 

fürn=2 R,= Ay AyAyg; 

(2.) (füra=3 R,= (ap) (by) (ap) (bp) —2(ab)(ap)(by)A,,; 
fürn=4 R„=i(ap) (ayı) Y—44A,,(ab) (ap) (by) +2(ab)’A,,- 


8. 10. 


Die Funectionaldeterminante. 


In $.4 der ersten Abtheilung haben wir den Satz bewiesen, dass die 
Invarianten J, simultane Invarianten der Formen: 
f wi 9, = (ner rd 


Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 23 
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sind; für », =? gestaltet sich dieser Satz hier folgendermassen : 


u 


„Die Invarianten J, sind simultane Invarianten der Formen: 
f und (Im)!.m,..“ 
Dieser Satz lehrt uns, welche wichtige Stelle die Functionaldeterminante 
der quadratischen Formen /! und m 


1.) 9#=1,m,(Im) (symbolisch 9° = 9 = 9...) 
in unserer Untersuchung einnimmt. 
Es sei uns daher gestattet, hier an einige Beziehungen zu erinnern, 
welche zwischen den quadratischen Formen: 
, m und 4 


stattfinden; da dieselben bekannt sind, so genügt es, die Resultate anzuführen : 
Aıs ”r Ag P- 0, 
| A, = (da) (IP) = 0, 
| — 23 —= Aum’— 2A, Im+ Anl. 

Ass = R.. = 41 Au Aum — Amt}: 
Bezeichnen wir ferner die Factoren von 9 durch (x5) und (x), so dass 


3.) # = (aö)(an), 


\ 
\ 


(2.) 


mm 


so lassen sich die Formen / und m durch die Quadrate: 


r \2 


en 2 
4) und se 
(En) Yen)” 





sowie g durch das Binom: 





(en) 


(En) V(&n) 





ersetzen. Es wird dann: 


(3a) = a;a,;  2(9a)(9b) = a;b,+ b:a,; 


(6.) — 2 Ays = (£n)’ ($. 9, Formel (1.)); 
"Ra = ab, ($. 1, Formel (5.)). 
$. 11. 


Fall, wo die Resultante AR gleich Null ist. 





Gehen wir zu dem folgenden Satze ($.5, 1°! Abtheilung) über, welcher 
aussagt, dass der Ausdruck: 


nv V 


nte 


rn. 
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eine lineare Function solcher Combinationen von den Substitutionseoeffieienten 
ist, welche verschwinden, wenn / und m einen Factor vom Grade »,—1 ee- 


mein haben. 
Da hier nur die Resultante R,,= As, diese Eigenschaft besitzt. so 


nimmt J, die Form an 


ny N 
(T.) Jr I 2 ’ R,; J+ AAsy . 
Für ein gerades » kann man leicht zeigen, dass, falls A,, verschwindet. 
die Resultante R,, =a:b}; gleich dem Quadrat der simultanen Invariante: 


n n 


Ss) 0=(ad)(ad,)...(aF,_ı) =a: a’ (s. $.10, Formel (3.)) 


wird; für » gerade nimmt also J, die Form an: 


nv 


(9.) In =— 2 . "I, + AAss. 
Ist » ungerade, so ist v stets gerade, und man kann also dann die erste Formel 


für J, ohne Weiteres benutzen. 


$. 12. 
Die Diseriminante Ar. 
Die Discriminante 7, hat hier den Werth: 
C4,B, 
wo C eine numerische Constante bedeutet und: 


I(z)m (x) — m (2) Ua) 





(1.) m A (2,%%) 
wyr u 


Es entspricht wieder jedem Wurzelpaare x,x, ein Factor von $ und 
eine Schaar von Formen %. 

Ist eine derselben #,,, also: 

(2.) 140) = 0, 
so findet man hier die Gleichungen für die Wurzeln «&,r, nicht dadurch, dass 
man & partiell nach den Coefficienten von / differentiirt; es ist vielmehr, da 
die Coefficienten von 9 von einander unabhängig sind, gestattet, direct nach 
denselben zu differentiirren. Man erhält dann die Formel: 
Id 03,0 


TC %r 
O4, 0 ag, Br :) Do, ee 
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wo in dem Product /7Z,.,. die Zahlen g0’0’ alle Werihepaare mit Ausnahme 


> 


des Werthepaares 00 annehmen sollen. 
Ersetzt man nun hierin die allgemeine Form 9 durch die Form #,, 


so verschwinden in obiger Summe alle Glieder, für welche das Zahlenpaar 
00 von dem Zahlenpaar ik verschieden ist; die Summe reducirt sich dann 
auf ein einziges Glied, und man erhält die Formel: 

39,9 


o® Xk 
3, ‚u. —g  Hinta(ze we); 
’ Lik r 
wo wieder über alle Zahlenpaare (%’ zu summiren ist, die von dem Zahlen- 


paar © verschieden sind. 
Multiplieirt man dieselbe mit dem Coefficienten 9, und summirt dann 


über r, so sieht man, dass: 


o® Ä ‚ 
(3.) 2) 9, = 9,9, Inta (0%); 
ik 


mithin der Ausdruck: 


z(0) 3, 





ik 
ein Factor von ® ist. 
Ersetzt man in der Formel (3.) die Coefficienten von 9 durch die ent- 
sprechenden Potenzen einer Grösse x, so wird 


o®D ; . 
>, (68), = (x —E,) (2—2,) II;y. Eu (2 Er ) ’ 


r 


welche Gleichung zeigt, dass x, und x, Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 





ao, 
(4.) (5 „a0. 


$. 13. 


Directe Bestimmung von ®. 


Zur directen Bestimmung von 2 will ich mich eines anderen Ver- 


fahrens bedienen als des in $.8 der ersten Abtheilung angedeuteten. 
Da nämlich, wie damals gezeigt wurde, eine Grösse A so bestimmt 


werden kann, dass, falls & verschwindet, die Form: 
p=Il-+4im 
zwei Factoren mit f gemein hat, so muss sie für ein solches A ganz in / 


enthalten sein. 











me 
FR 


rar 
nn 


ın 
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Ersetzen wir nun, was nach $. 10, Formel (5.) erlaubt ist, die Form 
y durch 


(zS)’+Alen), 
so sieht man leicht, dass sie nur dann in der Form 
f(sn)" = ta; (27) —a,(a5)}" 
enthalten sein kann, wenn sie in jedem der folgenden beiden Theile ent- 
halten ist: 


n/ n n n—? „? e\ 2 n—?2 n n—4 e\ n— 
a: (zn) +(5) a; a,(z5) (zn) + ( a)& a, (25) +, 
n n—I1 u \n—1 n n—3 „3 E\3 \n—3 
(1)a: a,(25) (en) +(3 a: “q, (as) (an) "+ 


Dann müssen für den nämlichen Werth von 4 die beiden Gleichungen be- 
stehen können: 


je: + (5) Lay“ a,+ (4) „ar a; er 
IM) a: a,+ (3) aa seen a‘ 


Man sieht nun sofort, dass die Resultante dieser Gleichungen dieselben 
Dimensionen in den Coefficienten f und 9 besitzt, wie der Ausdruck &; da 


(1.) 


sie mit demselben zu gleicher Zeit verschwindet, so kann sie sich davon nur 
um einen numerischen Factor unterscheiden. 
Das Product $ ist daher die Resultante der obigen Gleichungen. 


—_ nu ID nn — 


Dritte Ahtheilung. 
Anwendung auf die quadratischen, cubischen und biquadratischen 


Formen. 


$. 14. 


Die Discriminante der quadratischen Formen. 


Erstes Beispiel: n=2. 
Die Gleichungen (1.) $. 13 der zweiten Abtheilung lauten hier: 
a; +4a, = 0, 
4:4, =. 
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Es ist daher: 
P=a;a, = Ay ($. 10, Formel (6.) und $. 9, Formel (1.)) 
und nach Formel (5.). $.6 der ersten Abtheilung: 


” — CI; Ags. 


$. 15. 
Die Discriminante der cubischen Formen. 
Zweites Beispiel: n= 3. 
In diesem Falle wird die ursprüngliche Form: 


= - 


Sie besitzt die Covariante: 
(1.) r=a,b,(ab)’ (symbolisch (7, 2, +72)’ = T,,) 
und die Invariante: 
2) He Au. 
Für »=3 lauten die Gleichungen (1.) $. 12 der zweiten Abtheilung 
a:+3la:a, = (0, 
3a;a,+ka, = 0; 


mithin ist ihre Resultante: 


p = a:b,— 9a;a,b;b, = —8a:b, + 9a:b, |a;b,— b;a, } 





ö atb? — b? a? 
= —80}5,4+9(ab) (En) Se) 





= —84}5} +9 (ab) (n) (ab) (&n) | T&s@ | 
a FE u 
= — 8a: b,+ > (ab) (Sn)(a; b,+ b:a,) = —8a:b,+9(Sn)’r;t, (vgl. F.(1.)) 


= —8R, — 18A,5 As. (vgl. $.10 F. (6.) 2. Abthl.); 
also ist nach Formel (5.), $. 6, 1. Abthl.: 
An — CI, AR, +9 Ass Asyı } 
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$. 16. 


Bekannte Covarıanten und Invarianten der biquadratischen Formen. 


Drittes Beispiel: n=4. 


Die Form 
[= 
besitzt bekanntlich die Covarianten (vgl. Salmon, Lessons 2" Ed. pag. 169) 
1.) 4=!}arb,(ab)’ =df, (symbolisch #.= 4%...) 
2.) T=a)4S,(ad) 
und die Invarianten 
3) = %lab), 
(4.) jr = ad)" = y0i, 


5.) 4 =di=(AN), 
(6.) d,=R=i'— 27”. 
Die Covariante T hängt mit den Formen f und £ mittelst der Gleichung zu 
sammen: 
7.) 4 = —4fHfI-jf’. 
Bezeichnet man daher die cubische Form 
8.) P= Ic tie —je; 


symbolisch durch 
3 


9) P=(phatp)”=p=p}..., 


so wird 
4T’ = (p d+pf)". 


Die cubische Form P besitzt die quadratische Covariante 
/ ! 2 4 ) . P > . ) 
(10) z=4p,p.(p) =- 7 + 4j2,% — > x; (symbolisch r;). 
die cubische Covariante 


(11.) g=pir,.(pr) = Sicht T 21m —Rüxr,cı + (2 3 57 x; (symbolisch g..). 


und die Invariante 


(13) A,u= IR 
Zwischen den Formen p, q und z gilt die Relation 
(13) !+,HRp+t = 0. 
Endlich führe ich noch folgende Beziehungen an, welche im Folgenden be- 
nutzt werden sollen: 











Gordan, Invarianten bei höheren Transformationen. 


45) AR= alla zn), 


16) dd=a.4.(ad) = y 


(17.) ad, (ad) = a, I (a1) = ara, +j(aey), 
18) AANAsy = 4 ad 


(19) RAR (A0) - Laba FRRH (a), 


ran _ I. in 2 v 2 
(20.) 4,.4,4,.4,(44) = T a,a,— 5 II, — 36 (zy)'. 


$. 17. 


Die Disceriminante der transformirten Form. 


Bei der Transformation biquadratischer Gleichungen nehmen die For- 
meln (1.), $. 13, zweite Abtheil. die Form an: 


Ä u 4 ae 212 2 
a:+ bkaza, +4a), = (a: + ka, +44a:a} —(), 
3 y we -: 
a:a,+ ka;a, =. 


(1.) 


Es handelt sich darum. ihre Resultante & durch die einfachsten Invarianten 
der Formen f und 9 auszudrücken. 
Diese sind nun: 
üp5 
JH 
(2.) A=4A,=—2 (Sn)’; 
3.) B=—-2(a9) (a9) = — Ra: a); 
= IB= — IN (IIY = —-2RR = - (ab) (ad) bI° + 


(4.) 
| = (et A; 


Man erhält $, indem man den Werth von A aus der zweiten der 


Gleichungen (1.) in die erste derselben einträgt, folgendermassen (vgl. die 
Formeln der $$. 10 und 16): 
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p = b.b,c;c,(a:b,— b: a) (a;c);— c:a,)— Aa! a, b:b,c! 
— 4(bI)’(c9,) (ab) (ac) ($n)’(a9,) (bI,)(a9,) (c9,)- .2B bIY(c9,) b: e, 
— —2A(bI)(c9,) (ab) (ac) (bI;) (a9;) {(ac) (9,95) + (a9) (CH; 


+2B(bI) (c9,)' 9,7 = 7 Di + bb, e .e 

— A(bI)(c9,)(ab)(ac)’. (ab)(I,9,)’— 2A (a9,)’(bI)(c9,)(ab)(aec) (bI,)(c9;) 
ger be)’ (bI)(cH,) + z 

— AAsslab)(ac)’(bI)’(c9,)— 2A(aI)'(bI,) (ch) ab)’ (9) un "| 
.— (be)? (bI)' (c9,)° + 


Das zweite Glied dieser Formel hebt sich gegen das dritte fort; setzt 


s , . A . 
man im ersten statt A,,; seinen Werth > 50 wird: 


pP = (ab) (ac) (bI)’ (c9 In 
und wenn man auf diesen Ausdruck nach einander die Formeln (15.). (17.) 
und (20.) des $. 16 anwendet: 
po = re A’j+iA’B—- AB’! 
—4{p,B+pAY (vgl. $.16, Formel (9.)), 
also nach Formel (5.) des $.6 der ersten Abtheilung 
6.) Ar = CR\(p A+pB)/’Y, 


ı 





wobei C eine noch zu bestimmende numerische Constante bedeutet. 


$. 18. 
Auflösung der Gleichung f=®. 

Wir wollen uns nun der in $.12 zweiter Abtheilung angedeuteten Methode 
bedienen, um die Wurzeln der Gleichung f=0 mit Hülfe von dem Ausdruck 
P zu berechnen, und wenden uns zu der Frage, wie die Coelfficienten von 
der Form 9, resp. die Grössen 57 beschaffen sein müssen, damit die Discri- 
minante der transformirten Form verschwinde. 

Nennen wir die Wurzeln der eubischen Gleichung: 


1) P=-4+ü-j=0 (vgl. $. 16, Formel ($.)) 





A; - er j A; . 
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so wird: 
(2) = C!B-1ANB-1ANB—-1,AN. 

Den einzelnen Factoren von & werden die verschiedenen Schaaren 
von Formen 9 sowie die verschiedenen Wurzelpaare von der Gleichung 
f=0 entsprechen. Da bekanntlich die einem Factor der kubischen Resolvente 
entsprechenden beiden Wurzelpaare der biquadraltischen Gleichung keine Wurzel 
gemein haben, so entsprechen auch die beiden Schaaren von Formen 4, für 


welche derselbe Factor: 


verschwindet, solchen Wurzelpaaren von f, die keine gemeinsame Wurzel 
besitzen. 

Wir können mithin die Annahme machen, dass: 

dem ersten Factor B—4,A die Wurzelpaare &,0, und 23x,, 

demzweitenFactor B—%,A die Wurzelpaare z,2, und ,, 

dem dritten Factor D—7, A die Wurzelpaare ©, x, und ©, r; 
entprechen und sehen, dass diejenigen Functionen, welche zwei verschiedene 
der Ausdrücke D—4,A verschwinden machen, zur Berechnung einer Wurzel 
im Sinne des 8.7, erste Abtheilung dienen. 

Aus der Formel (2.) ersehen wir, dass die allgemeinen Formeln des 
$. 12, zweite Abtheilung in unserem Falle durch die folgenden ersetzt werden 


können: 


B-,A=0, 





oO, Sn » oO 5 0) 0, 2/20 _N. 


so dass. wenn man in diesen beiden Gleichungen für © zwei beliebige Indices 
setzt, die so entstehenden Formeln durch dieselbe Wurzel von f=0 be- 
[riedigt werden. 

Mit Hülfe der Identität ($. 10, Formel (3.), zweite Abthl.) 

3, = (zö)(en) 
sehen obige Formeln in die folgenden über: 
3. a:a, = 4(&n), 

“ a,a:a,+24,(25)(an) =. 

Die erste unter ihnen bestimmt 7 aus 5, welches willkürlich bleibt, 
während die zweite nach passend eingesetzten Werthen von 5 und 7 durch 


die Wurzeln von f identisch befriedigt wird. 
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Ohne der Allgemeinheit der Untersuchung Eintrag zu thun. wollen 


wir nun: 


a:4,+ U;Sı, 
at u 


ee a: 
(4.) | 


Y oe d;: ı & 


setzen, und der Kürze halber die Bezeichnung einführen: 





5, = f, &0,=f,, 
a EN 24,.—= 4, 
Es wird dann 
wf+a:(af) = uf’, 
— a,0:(af) +u,a,.a: + (a5) f +2uu, (ad = 0, 


oder 
= Ynf- 4.225) | f.— AH Va Ile +, lH). 
Die letzte Formel führt uns auf die bekannte Auflösung der biquadra- 
tischen Gleichungen; eine jede Wurzel derselben genügt drei Gleichungen 
der Form: 








2 n in 2 en 
2 2 > 
a,a: +2), (25) = 2(x$) 
+ ı\T5, ( + ya = wi 
| u Me 
a,0:+24,(25) = 2 (x5) Beer : 
h es = A 
9) p) 5  .\9 Ri» 2 
a,.0:+ 2i;, (x) — 2 (25) - "She . 
+ rm = 


aus denen durch Elimination von den Ausdrücken 


« 


2 = / p 2 Lo 
a,.d:, (25), (5) 


folgt, dass der lineare Ausdruck 


Es Me 


i af. —d 
3 f 


— - (A, — A) Ä 4 1.) -— 
+yaf—d 4 rz 1 Yıf_4 E | fd 


verschwindet, mithin ein Factor der Form f ist. 














$. 19. 
Ueber die Invarianten J und %. 
Die quadratischen und cubischen Formen besitzen keine andere In- 


variante als die Discriminante. 
Da wir die Transformation derselben bewerkstelligt haben, so können 


wir diese Formen als für unseren Zweck genügend untersucht ansehen. 
24* 
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Anders gestaltet sich die Frage bei den Formen vierter Ordnung. 
Dieselben besitzen ausser der Discriminante A noch die Invarianten ö und j, 
die mit derselben durch die Relation verbunden sind: 

R = i’—27j°. 

Nachdem wir also in $. 17 die Diseriminante /, der transformirten 

Form durch die einfachen Invarianten 

wi Au 
dargestellt haben, so müssen wir auch die Invarianten J, und $, durch die- 
selben ausdrücken. 

Indess zeigt die obige Relation 

1) A=A-; 
dass es genügt, die Invariante J, direct in dieser Weise darzustellen, und 
dann \, aus dieser Gleichung zu berechnen. 

Die noch in dem Werth von /, als Factor vorkommende numerische 
Constante wird hierbei so bestimmt werden müssen, dass der Ausdruck 


2.) Arts = 2% 


ein volles Quadrat in den Coeflicienten von f und 9 wird. 


$. 20. 


Hülfssatz. 


Bei der Bestimmung des Werths von J, werden wir uns einer Hülfs- 
formel bedienen, die wir vorerst ableiten wollen, um später den Faden der 
Untersuchung nicht zu unterbrechen. 


Es seien: 


„, v, w symbolisch «., ®,, w 


irgend drei quadratische Formen; wir stellen uns die Aufgabe, die Invariante 
i der biquadratischen Form 

W-+2rw 
durch die simultanen Invarianten 


Mer Ser (2'° Abthl.. $. 9. Formel (1.)) 


auszudrücken. 
Bezeichnen wir zu dem Ende das Product der Formen e und w sym- 


bolisch durch 


- > 


pr ar ®, W,_ . 

















Gordan, Imvarianten bei höheren Transformationen. 189 


so wird: 


0.0 = tler wi + wi.o! — — (zy) 
rp = Horw + win} Zr (ey). 


Ersetzen wir in dieser Formel die Variabeln x und y 
erstens: durch die symbolischen Coefficienten der Formen von ® und ve, 
zweitens: durch die symbolischen Coefficienten der Form «, 
so erhalten wir die Gleichungen: 
(vw,vw) = 44,Auu tu, 
(vw,W) = A,Au 4A Ans 
deren letztere für o=w=u in die folgende übergeht: 
wur ee Hi. 


Mit Hülfe dieser Formeln erhalten wir für die Invariante J der bi- 


quadratischen Form @«-+?2ew, nämlich 
Sera = 4(W, W +2 (wu, vw)'+2 (vw, vw)* 
den Werth: 
(1.) I +-2vu us a A uu A, 1 4 ZA. din 3 A A, ww ® 
6. 21. 


Berechnung der Invariante Jr. 
Zur Bestimmung der Invariante J, gehen wir von der Ülebsehschen 


Formel aus: 
a 2, \212 2 N 2 r 4 
R,, = (ap) (ap) —4lab) (ap) (by) A,,+2(ab)* A 


vr 
Aus ihr kann mittelst der Formel (15.) des $. 16 leicht die folgende 


Formel abgeleitet werden: 








. 2 2,9 ) 4i 
u u 2 212__Q 2 | 3 A? 
R,, = (ap) (ayı)) —8A,,(Iy) (Ay) - 3 Ayp- 
Und wenn wir, was nach $. 10, Formel (5-) zweiter Abthl. erlaubt ist, 
(zE)’ _ (zn) 
„Part 
Ysn sn 
setzen, so folgt: 
R 2 = 3918 
a (@&,a:+2,0,)') 7 SD Dei 4 . ir ze 
R,, mn (En)? u ne 163, a) 13,1:+ 2,4, ii DUZIEIENT/ Fr 
Bezeichnen wir nun durch a, e, w die Formen: 
4 2 ® 4 
HE a: d, dt; 
3, 7 +23, 3 ——- +23: —— = u, 
(£n) (5) SH) 
A 10,,|_ at 
u, 5 Fe IH TE eo 
more TEE Tec 


— 82, 2,($n) = w, 
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so wird 
R; 


F 


— + 2ow 


und mithin 
Ir = 4 Au Aw) +2 Au, Auut Av, Auw » 
so dass nur noch die Beine der simultanen Invarianten der Formen 
v, w übrig bleibt. 
Die Invariante A,. hat den Werth (vgl. $. 9, Formel (1.) und die 
s$. 10 und 16) 
Catb,— a,b)" 


ey "ja; b,+a,b;)” = (ab)' |(ab)’ ($n)’+ Aa;a, beb,| 


u, 





u 


u A441 0) =— lac+'2]. 
Die Invariante A,, hat den Werth 
lat 17 — a, IE} 


(£n)’ 

Für die Invariante A,, ergiebt sich der Werth 

(424, — A342)’ 
(En)' 

= (JS AI) (Sn)-+44;4,4:4,| +3 ALL " (£n)‘ 


2.2 iB 
+ ala} = 10 Au— 6 =—4i JAHiB). 





A, 


An = 





ee 2 I,— ad 


277 - a; (en + BR I,— — (en) 


Auf ähnliche Weise erhalten wir die Werthe 
Au = AB, 
Au = —40+ ZA, 
An = TOR. 


Fassen wir diese Werthe der simultanen Invarianten zusammen, so ergeben 
sich für die Theile von J, die Formeln 


3 A A,u) a 3 A, 
2A, Au vr 4b jA+ib,, 
A,, ’ Ren 16j AB, 


mithin wird nach $. 21 Formel (1.) 
(1.) In= zA—12jAB+4iB’ = 3(1,A+,B}. 
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$. 22. 
3erechnung der Invariante pr. 
Zur Bestimmung von 3; bedient man sich, wie wir bereits $. 19 an- 


gedeutet haben, der Formel 





’ Th ei Ip > UÜR 
2 , i ! 13 i\3 12 
y, = - = — !(zB+r,A)?VP- (pıB+mA)N. 


27 
Die Formel 
— 7” —;4, RP’? = 0’ 


zeigt nun, dass die rechle Seite in den Coefficienlen von f und 9 nur dann 
ein volles Quadrat wird, wenn 
# Z— 4 


ist. dass dann aber 


a’ 


WVD| e. 
=) ww 
nn ne 
k 
-— 
ww 
» 


4) In |gB+GAP= -GBH+ WAR UABH NY" 


2) AInr=4R(p B+p4A) = AR :- Aj+HiAB-AB?)”. 


Das Vorzeichen von x}, bestimmt sich aus der Formel (9.) des $. 11 


der zweiten Abthl., welche zeigt. dass. falls die Invariante A,, = 7 ver- 
schwindet. 3% = 640°j und, da hier B=—0 ist. 
CO 2:p3 
Ur >= —djb 
wird. 
$. 23. 


Ueber das Verschwinden von Invarianten. 


Wir haben uns oben in $. 18 die Fragen gestellt, wie man die Grössen 


S und n in der Substitutionsgleichung 


p Y(£n) = 8% (2& y +2%(cn ’= 0 
bestimmen müsse, damit die Disceriminante 4, der transformirten Gleichung 
verschwinde. 

In ähnlicher Weise wollen wir die Fragen beantworten, wie man Ss 
und 7 bestimmen müsse, damit die Invariante J, oder %, verschwinde. Das 
Verschwinden von J, bei einer quadratischen Transformation hat schon Herr 
Hermite (Comptes rendus, tome 46 pag. 961) untersucht; doch ist seine qua- 
dratische Substitution dadurch beschränkt, dass für eine der Funclionen /, m 


eine Constante gesetzt ist. 
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Im Fall J2=0 lässt sich die transformirte Gleichung stets durch eine 
lineare Substitution auf die Modulargleichung für die Transformationen dritter 
Ordnung der elliptischen Functionen zurückführen. 

Im zweiten Falle, wo $, verschwindet, kann sie mittelst quadratischer 
Gleichungen gelöst werden. 


$. 24. 
Fall JR=0. 
Wird 
1) In= A 1jAB+4B = 0, 
so wird BE 
Ai... 
@) B= Z-\tySr) 
und wenn man 
af. —R 
(3.) (ty 7,7 
setzt. 
4.) B=04, 


(9.) > — 12j0 + 4ig' = 0; 


und da A und BD die Werthe A= —2(&n)', B=—2a}a) nach $. 17, Formel 
(2.) und (3.) besitzen, 
6.) aa, = o(&n). 
Wir verfahren nun ebenso wie in $.18 und bedienen uns derselben 
Bezeichnungen, nämlich 








7) N = —4:0, + 08), 
7, = 4:4, + 058, 
MR ;4, 529 
+ Pe 
(8.\ a:=f, Id, 
| a,= fr; d4,.=dA,. 


Es geht dann ähnlich wie in $.18 die Formel (6.) in folgende über 
9) = of-4. 
Da bei dieser Substitution 
(10) A=-2f, B=—2of 


so werden die Invarianten der transformirten Form 
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Ir == 0, 


R > 
aa TEE EEE a ET 


7ı\ 
— 6404 . pi I = 64 R° r& | 


Man hat daher folgenden Satz: 


Mittelst der quadratischen Substitution 








AP —R) | 


y= 3(28) +2 |a:a.+ (28) 5; + \ >7\ —1: (£ willkürlich) 


geht die Form f in eine Form r: = R,, über, welche die Invarianten besitzt 





= 0, 
| „3 4R — Rh 
(ai | | 
Ir = (ai) FE I-57+3 | a7ı 
JE I6R’| . /—R}° 
Ar = (a) —- | >» iR 


S. 25. 
Fall Ir = 0. 


Wir gehen zu dem letzten Falle über, wo $, verschwindet. 
Sind g9,, 9, 9; die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 








1.) O(g)= -2jjg+(2f-5 = 0, 
so wird 
B=gA4, 
und wenn man für B und A wieder ihre Werthe setzt. 
a:a, = (En). 
Durch die Substitution 
mn = —&G+ hi. 
m = aa, + hı & 
erhalten wir 
h, = ysf-4 


und mithin durch analoges Verfahren wie im vorigen Paragraphen den Satz: 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2. 25 
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Mittelst der quadratischen Substitution 
p=2 (25) +2 |fr+ hı(ed))” 
geht die Gleichung f=0 in eine Gleichung über, deren Invarianten sind 
i 
In = PS -1Yg+4ig|, 
Ir our 0, 
N ; ! Ir 
wobei g, eine Wurzel der cubischen Gleichung (1.) bedeutet. 
Giessen. den 14. Januar 1868. 
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Ueber die }lethode, die Ordnungszahl einer Curve 
zu finden, welche durch zwei projeetivische 
Curvenbüschel erzeugt wird. 


(Von Herrn A. Olivier in Schatf'hausen.) 





Das Verfahren, die Ordnung desjenigen Ortes zu bestimmen. der 
durch die Durchschnittspunkte der correspondirenden Curven zweier projecti- 
vischen Curvenbüschel der m!“ und »'® Ordnung erzeugt wird, beruht be- 
kanntlich auf folgenden Schlüssen. 

Man sagt, die beiden projectivischen Curvenbüschel erzeugen auf einer 
beliebigen Transversale zwei projectivische Involutionen, bezüglich von der 
min und nten Ordnung, welche (m+n) gemeinschaftliche Punkte besitzen. 
Auf der gegebenen Transversale liegen demnach (m+n) Punkte. durch welche 
je zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurchgehen, also 
auch (m-+n) Punkte des durch die beiden Büschel erzeugten Ortes. Dieser 
Ort ist demnach eine Curve der (m+n)te® Ordnung. 

Nach dieser Methode hat zuerst Poncelet (Analyse des transversales, 
p. 29) die Ordnung eines geometrischen Ortes bestimmt. 

Für die synthetische Geometrie ist diese Methode, die Ordnungszalıl 
einer Curve zu finden, in so fern nicht genügend, als der Beweis, dass zwei 
projectivische Involutionen der mt" und »' Ordnung in einem geradlinigen 
Träger (m+n) gemeinschaftliche Punkte besitzen, bis jetzt, so viel ich weiss, 
geometrisch noch nicht geleistet worden ist; daher kann auch der obige Beweis 
für die Ordnungszahl einer Curve nicht als ein geometrischer angesehen werden. 

Dieser Forderung genügt aber vielleicht die folgende Darstellung. 

Es seien (B'B’) und (C'C?) die beiden Curvenbüschel, bezüglich von 
der mten und »te® Ordnung, mit den entsprechenden Elementen 


B' und C'; BD’ und ©’; ... Bund ©’; 
Die Basis des Büschels (B'B?) sei 
5,8... 
und die Basis des anderen Büschels (C'C°?) 


616263.» Car 


25% 
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Der durch die Durchschnittspunkte der entsprechenden Elemente erzeugte Or! 
geht zunächst durch die sämmilichen Basispunkte 





b,b2b3...d.25 CıCaCz...Cyr 

weil jeder dieser Punkte auf allen Curven des einen Büschels, und auf einer 
einzigen Curve des andern Büschels liegt. 

Sei nun D“ eine beliebige Curve des Büschels (B'B’) der mt Ordnung, 
so wird dieselbe von der entsprechenden Curve C* des Curvenbüschels (C'C’ 
der »t*®» Ordnung in m.» Punkten geschnitten, welche auch dem erzeugten 
Ort angehören. Die Curve DB“ wird deshalb von dem erzeugten Ort zu- 
sammen in 

m’-+mn = m(m+n) 

Punkten geschnitten, weil die m’ Basispunkte 


U Te 


wie bemerkt, auch noch beiden Curven gemeinschaftlich angehören. Schneide! 
aber ein Ort eine Curve der mt Ordnung in m(m-+n) Punkten, so schneidet 
derselbe eine beliebige Transversale in (m+r) Punkten und ist also von der 
(m+n)'en Ordnung; was zu beweisen war. 


Schaffhausen, im October 1869. 
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Beweis des Satzes, dass eine einwerthige mehr als 
2nfach periodische Function von n Veränderlichen 
unmöglich ist. 


(Auszug aus einem Schreiben Riemanns an Herrn Weierstrass.) 





RE. Wr Den Beweis des Satzes, auf welchen Sie neulich die Unter- 
haltung lenkten, dass eine einwerthige mehr als 2nfach periodische Function 
von » Veränderlichen unmöglich ist, habe ich im Gespräch wohl nicht ganz 
klar ausgedrückt, auch nur die Grundgedanken angegeben; ich theile ihn Ihnen 


daher hier noch einmal mit. 
Es sei f eine 2nfach periodische Function von z Veränderlichen 


Lıs 25 ... 2, und — ich darf wohl meine Ihnen bekannten Benennungen 
gebrauchen — der Periodicitätsmodul von x, für die ut° Periode a). Es lassen 


sich dann bekanntlich die Grössen z in die Form 


u=!n 
z,= 2a$8, für v=1,2,...n 


ul ‘ 


setzen *), so dass die Grössen & reell sind. Lässt man nun die Grössen 5 die 
Werthe von O bis 1 mit Ausschluss eines von diesen Grenzwerthen durch- 
laufen, so hat das dadurch entstehende 2r fach ausgedehnte Grössengebiet die 
Eigenschaft, dass jedes System von Werthen der » Veränderlichen einem und 
nur einem Werthensysteme innerhalb dieses Grössengebiels nach den 2» Modul- 
systemen congruent ist. Ich werde, um mich später kürzer ausdrücken zu 
können, dieses Gebiet „das bei diesen 2%» Modulsystemen periodisch sich 
wiederholende Grössengebiet“ nennen. 

Hat die Function nun noch ein 2» -+1tes Modulsystem, welches sich 
nicht aus den 2» ersten Modulsystemen zusammensetzen lässt, so kann man 
die einem Grössensysteme nach diesem Modulsysteme congruenten Grössen- 
systeme auf innerhalb dieses Gebiets liegende nach den 2x ersten Modulsystemen 
ihnen congruente zurückführen und dadurch offenbar beliebig viele innerhalb 


— 


*) Dies ist nicht immer der Fall, sondern nur, wenn die 2» Gleichungen, durch 
welche die Grössen & bestimmt werden, von einander unabhängig sind; die Ausnahmen 
sind aber leicht zu behandeln. R. 
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dieses Gebiets liegende und nach den 2»-+1 Modulsystemen einander con- 
gruente Grössensysteme erhalten, wenn nicht zwei von den nach dem ?n-+1t« 
Modulsysteme congruente Grössensysteme auch nach den 2» ersten Modul- 
systemen congruent sind. In diesem Falle würden zwischen den 22» +1 
Modulsystemen » Gleichungen von der Form 

u=?n+1 

= am, =Q(, 

u—1 
worin die Grössen m ganze Zahlen wären, stattfinden, und folglich, wie ich 
später zeigen werde, die 2»-++1 Modulsysteme sich aus 2» Modulsystemen 
zusammensetzen lassen. 

Man theile nun für jede der Grössen 5 die Strecke von O bis 1 in q 

gleiche Theile, wodurch das bei den 2» ersten Modulsystemen periodisch 
wiederkehrende Gebiet in g" Gebiete zerfällt, in deren jedem sich die Grössen 


1 
ö nur um n ändern. Offenbar müssen dann von mehr als g” nach den 2r+1 


Modulsystemen einander congruenten und in jenem Gebiete liegenden Grössen- 
systemen nothwendig zwei in dasselbe Theilgebiet fallen, so dass sich die 


Werthe derselben Grösse £ in beiden keinenfalls um mehr als r von ein- 


ander unterscheiden. Die Function bleibt also dann ungeändert, während keine 


1 ; f RG 
der Grössen $ um mehr als 7 geändert wird, und ist folglich, da g beliebig 


gross genommen werden kann, wenn sie stetig ist, eine Function von wenigeı 
als » linearen Ausdrücken der Grössen x. 

Es ist nun noch zu zeigen, dass sich 22-+1 Modulsysteme, zwischer 
denen die » Gleichungen 


u=?n+1 
2 am, = 0 
u—l 
stattfinden, aus 2” Modulsystemen zusammensetzen lassen. 
Man kann zunächst leicht beweisen, dass sich zu einem Modulsysteme 


u=?%n 


= «m,=bi, worin die Grössen m ganze Zahlen ohne gemeinschafllichen 


Theiler sind, immer 2» —1 andere Modulsysteme b,, b;, ... b,„ so finden 
lassen, dass Congruenz nach den Modulsystemen a mit Congruenz nach den 
Modulsystemen 5 identisch ist. Es seien 6, der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von m, und m, und «, 5 zwei der Gleichung 


Pm —em, = 6, 
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genügende ganze Zahlen. Setzt man dann 


am+tam = cd, 
und 
aaı+Pa} = b;,, 
so hat man 
m m } 
a=Pei- Zion, B=-ent+TZ-b 


f 
Es lassen sich also auch umgekehrt die Modulsysteme a, und a, aus den 
Modulsystemen b,, und c, zusammensetzen, und folglich ist Congruenz nach 
jenen mit Congruenz nach diesen gleichbedeutend. Man kann daher die Modul- 
systeme a, und a, durch die Modulsysieme c, und b,, ersetzen. Auf dieselbe 
Weise kann man nun, wenn 6, der grösste gemeinschaftliche Theiler von ®, 
und m, ist, die Modulsysteme c, und a, durch das Modulsystem 


5 heit+ma) = ei 
und durch ein Modulsystem 5,,_, ersetzen. Durch Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens erhält man offenbar den zu beweisenden Satz. Der Inhalt des periodisch 
sich wiederholenden Gebiets ist für die neuen Modulsysteme 5 derselbe wie 
für die alten. 

Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich in den » Gleichungen 


2n+1 


w v Kae 
= a,m, = 0 


die 2» ersten Modulsysteme so durch 2» neue 5b,, b2, ... b,, ersetzen, dass 
diese Gleichungen die Form 

pbi gar = 0 
annehmen, worin p und q ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. 
Sind nun y, d zwei der Gleichung 





po+gy = 1 
genügende ganze Zahlen, so lassen sich offenbar die beiden Modulsysieme b, 
und @,.,, durch das eine Modulsystem yb/+da,,. = 2 -- ersetzen. 


Sämmtliche Modulsysteme, welche sich aus den Modulsystemen a,, @.... @.ı 
zusammensetzen lassen, können also auch aus den 2» Modulsystemen 2 b2» 
by,... b,, zusammengesetzt werden, und umgekekrt. Der Inhalt des periodisch 


wiederkehrenden Gebiets beträgt für diese 2» Modulsysteme nur er von dem 
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für die 2» ersten Modulsysteme «a. Hat die Function nun ausser diesen Modul- 
systemen noch ein durch ähnliche ganzzahlige Gleichungen mit ihnen ver- 
bundenes, so lassen sich wieder 2» neue Modulsysteme finden, aus welchen 
sich alle diese Modulsysteme zusammensetzen lassen, und der Inhalt des perio- 
disch sich wiederholenden Gebiets wird dabei wieder auf einen aliquoten 
Theil redueirt. Wenn dieses Gebiet unendlich klein wird, so wird die Function 
eine Function von weniger als » linearen Ausdrücken der Veränderlichen und 
zwar von n—1 oder n—2 oder n—m, je nachdem nur eine, oder zwei oder 
m Dimensionen dieses Grössengebiets unendlich klein werden. Soll dies aber 
nicht eintreten, so muss die Operation schliesslich abbrechen, und man wird 
also zu 2» Modulsystemen gelangen, aus welchen sich sämmtliche Modulsysteme 
der Function zusammensetzen lassen. 


Göttingen, den 26. October 1859. 
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Beitrag zur Bestimmung von 9(0,0,...0) dureh die 
Klassenmoduln algebraischer Funetionen. 
(Von Herrn J. Thomae in Halle.) 





I einem kleinen Aufsatze Bd. 66 dieses Journals habe ich d12 9 (0.0....0 
als ein Differential der Klassenmoduln dargestellt. Die Integration dieses Aus- 
druckes kann ich nur für den Fall ausführen, in welchem die p» Variabeln 


der Function 
p 


r 
1 1x2 j Re "a 
{ i } t -; ( > ) UA uu‘ . Mm, M ut Tr 2> l 44 m 14 
7) ealre 
‘ no. P/ 0 u 


(worin die Summationen im Exponenten sich auf « und «, die äussern Sum- 
mationen auf m,, m». ... m, beziehen) die p überall endlichen Integrale alge- 
braischer nur zweiwerthiger Functionen sind. Die Ausführung der Integration 
für diesen Fall habe ich, wenn p =? ist, bereits in einer im März des Jahres 
1865 zu Halle gedruckten Abhandlung (später auch in der Schlömilchschen 
Zeitschrift für Math. und Phys. Bd. 17, pag. 427) geliefert. Es ist jedoch 
wünschenswerth, für den ausführbaren Fall nicht bloss die Melhode. sondern 
völlig fertige Resultate zu haben. Deshalb wird in der nachfolgenden Ab- 
handlung 9(0.0,...0) nebst mehreren andern Constanten als Function der 
Verzweigungswerthe einer 2p--1 fach zusammenhängenden Riemannschen Fläche 
T dargestellt, wenn diese eine Ebene nur zweifach überall bedeckt. Riemann 
nennt 2p—1 dieser Verzweigungspunkte die Moduln einer Klasse gleich- 
verzweigter Flächensysteme, oder algebraischer wie jene verzweigler Funclionen, 
weshalb 9(0.0,....0) als Function der Klassenmoduln angesehen werden kann, 
Ich werde im Folgenden mit (A. pag.) die Riemannsche Abhandlung über 
Abelsche Functionen Bd. 54 citiren und die dort angewandie Bezeichnung über- 
all beibehalten. 

Der erste Artikel enthält nun die Beschreibung und Bezeichnung der 


unsern Untersuchungen zu Grunde liegenden Fläche T, welche von 2p»--1 
lachem Zusammenhange ist, aber eine Ebene nur zweifach überall bedeckt. 
und es werden darin die Werthe der p von einander unabhängigen Integrale für 
die 2p+2 Verzweigungspunkte tabellarisch aufgestellt. Diese Integrale ent- 
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halten je eine willkürliche additive Constante. Ueber diese Constanten wird 
im zweiten Artikel eine Verfügung getroffen, welche für die Darstellung Abel- 
scher Functionen durch jene Integrale mittels der #-Functionen besonders 
bequem ist. Im dritten Artikel wird gezeigt, dass jedes Integral zweiter 
Gattung dargestellt werden könne mittels nach den Verzweigungswerlhen ge- 
nommener Differentialquotienten der Integrale erster Gallung, und durch alge- 
braische Functionen. Durch Vergleich der directen Darstellung mit der durch 
$-Functionen ergeben sich brauchbare (für den Fall p=1 von Jacobi Funda- 
menta nova pag. 74 in anderer Weise gefundene) Relationen zwischen den 
Dilferentialquotienten der Moduln der 9-Functionen und Periodieitätsmoduln 
der überall endlichen Integrale. Im vierten Artikel wird 9(0.0,...0) als 
Function der 2p+2 Verzweigungswerlhe vollständig dargestellt. Daran schliessi 


sich im folgenden Artikel in einfacher Weise die Bestimmung von 


— 


I®% A,uhöh,: 
(EI) Yopi, D in 
819 .J (. eat: r . 
i ” 5 2 
wenn A,, 9, beliebige ganze Zahlen sind. Es soll aber der Ausdruck 
4 / 
F . | ...,_ © ) Eu. ) 
UL pe ER Pe ll ie Bd 


2) 
d 
ai 


) 
f . 2 
- ı/ ZN 
Sof, ! @ .e m /(o0*) go‘ h, h, „ 
2 l 1 ”. ” SC. 

. 


+3 &04,.h,+5 5) a 


kurz eine gerade - Function genannt werden, wenn 
p 


= 1,9, = 0 (mod. 2) 


ist. und eine ungerade, wenn 


&u,h,g, u | (mod. 2) 

ist. Im fünften Artikel sind für verschwindende Argumente sämmtliche gerade 
#-Funclionen, soweit sie nicht verschwinden, als Functionen der Verzwei- 
eungswerthe bestimmt, und es wird eine Relation abgeleitet zwischen geraden 
#-Functionen und der Functionaldeterminante von p ungeraden 9-Funclionen 
für verschwindende Argumente. Ausserdem enthält dieser Artikel noch die 
Darstellung einer Klasse in T zweiwerthiger (Abelscher) Functionen durch 
$-(uolienten. Wäre diese Relation (14.), bei deren Herleitung die # I 
Moduln der 9-Funelion nur eine 2p —1fache Variabilität besitzen, auch noch 
für beliebige Moduln giltig, so würde durch dieselbe 9(0,0,...0) in jedem 








m 
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Falle als Function der Klassenmoduln leicht bestimmbar sein, der Beweis der- 
selben für den allgemeinen Fall ist mir jedoch nicht gelungen. Der sechste 
Artikel stellt die partiellen Differentialquotienten der ungeraden 9- Functionen 
für verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe dar. so weil 
diese Differentialquotienten nicht selbst verschwinden. 

Der Kürze wegen bemerken wir hier gleich noch, dass in dieser Ab- 
handlung unter |x,,| oder |x{””| und ähnlichen Ausdrücken die Determinanten 


b 

| r 1) I » 2 I) 

u a re iu bez. |2) 29 ... zz 

2 

73, To ... Ton | | 23 2% oh ai?) 
| | | 
| . [} | 
| | (1) (2) (pP) 
] T,ı T 2 “ . . Top | Mi p LT, » . “ Mi D 


und ähnliche verstanden werden, und dass wir mit dem Differentialzeichen Öd eine 
partielle oder rein formale Differentiation andeuten wollen. Ferner wollen wir 


mit /I,,,(yp(o)) das Product y(1).p(2)...g(n) bezeichnen; wenn aber in dem- 
Das 


selben der Factor y(v) fehlt, also für I7,,(p(e)):p(r), wollen wir IV) (o 
AIR » Ki, 


schreiben. 


r 


Mit T bezeichnen wir eine 2p+1fach zusammenhängende Fiemannsche 
Fläche. welche die die Werthe der complexen Variabeln 3 repräsenlirende 
Ebene überall zweifach bedeckt, und sich um die 2p+-2 Verzweigungspunkte 

hi» ka. er... hap4ı> kp: 
herum aus einem Flächenblatte in das andere fortsetzt. Jeder Punkt « von 
T kann dann als Repräsentant eines zusammengehörigen Werthepaares der 


Grösse z und der zweiwerthigen Function derselben 
2p+2 EWR TIER a 
s—=y Io\% —%k,) = Yy(»—kı).(3—R.)...(5—Rr 
angesehen werden. Wir denken uns, dass die Fortsetzung des einen Blattes 
der Fläche T in das andere längs Linien statlfinde, welche zwischen 4, und 
/,, zwischen k, und A,, ... zwischen hr,—ı und ÄA,,, ... zwischen Ä,,;, und 


h,,.. so gezogen sind, dass sie sich weder selbst, noch unter einander schneiden. 


. 
2» + 


(Ef. umstehende Fig.) Die Zerschneidung der Fläche 7 führen wir nach der von 


Riemann im Art. 19 der Abelschen Functionen (R. pag. 143) gegebenen Vor- 
26 * 
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schrift aus. Dies kann auf unendlich viele Arten geschehen, und es entspricht 
der Uebergang von einem Schnittsystem zu einem andern je einer linearen 
Transformation der 9-Functionen und umgekehrt; bei der hier getroffenen 
Wahl sind besondere Gesichtspunkte nicht massgebend gewesen. 

Wir ziehen um %,,. 4, herum eine in sich zurücklaufende, immer in 
einem blatte der Fläche T bleibende und diese nicht zerstückelnde Linie b, 
und führen dann einen Querschnitt a, von der positiven (innern) Seite von 
b, auf die negalive zum Anlangspunkte zurück, indem wir a, über die Linie 


k, 4%, in den andern Flächenast, und von da, die Verzweigungspunkte Ä,, k;,... 





/,,,. zur Linken lassend, über die Linie %,,, %;,,, in den ersten Flächenast zurück- 
führen. (In der Figur sind die Linien in dem einen Blatte durch unterbrochene Striche, in dem 
andern durch Punkte, die beiden zugleich angehörenden durch einen continuirlichen Zug angegeben.) 
(janz ebenso ziehen wir in demselben Blatte, in welchem b, liegt, um %,, %, 
herum eine geschlossene Curve b,, welche a,, 5b, nicht trifft, und die Fläche 
T' nicht zerstückelt. Von dem positiven Ufer dieser Curve führen wir einen 
Querschnitt «@, über die Linie %,%, in den andern Flächenast, von da über 
die Linie RR in das erste Blatt und auf das negative Ufer zum Anfangs- 
punkte zurück, so dass bei der ganzen Führung «a, zur Rechten, die Ver- 
zweigungspunkte Ay, Ass ... Ay,,ı zur Linken geblieben sind. Weiter führen 
wir um Z;, 4, herum eine geschlossene T nicht zerstückelnde Curve b,,. welche 
mit b,. db, in demselben Blatte von T liegt, und @,, @:; b,, 5b, nirgend triflt. 
\on dem positiven Ufer von 5, führen wir, a, immer zur Rechten, %,, k-. or Bapzı 


zur Linken behaltend,. einen Querschnitt a, über die Linie %,%, in das andere 








a 


kw 
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Blatt und von da über die Linie A,,,,Ä,,,.2 in das erste Blatt zum Anfangs- 
punkt auf das negative Ufer von b, zurück. Und so fahren wir fort. bis wir 
p Systeme a,, bi; @%, db»; ... a,, b, gezogen haben und ein ähnliches nicht 
mehr möglich ist. Verbinden wir nun noch a, durch eine 7 nicht zer- 
stückelnde Linie ec, mit b,, a, durch ec, ebenso mit b, ete., a,_, durch e,_, mit 
b,, so ist durch das System der Linien a, b, ce die Fläche T in eine einfach 
zusammenhängende T’ der Art zerschnitten, wie es Riemanns erwähnte Vor- 
schrift verlangt. 

Es existiren nun p (und nur p von einander unabhängige) überall 
endliche und stetige in T’ einändrige Functionen, die sich zu beiden Seilen 
der Querschnitte a, b um längs je eines derselben constante Grössen. welche 
Periodicitätsmoduln heissen, unterscheiden, zu beiden Seiten der Linien e aber 
dieselben Werthe annehmen. Es sind dies die p Integrale 


dz zdz 


{ ——n be) ; > \ — “ E a’ desne 
ID | \$, 3) ass; s J 0, S, 3, Pe s a . . . U p S, A -/ 


Es sei w, auf dem posiliven Ufer von a, um den Periodieitätsmodul A‘, 


u 

auf dem positiven Ufer von 5b, um den Periodieitätsmodul DW’ grösser als 

’ 2 eds _ . 

auf dem negativen. Es ist dann A!’ das Integral /— genommen über 
| 5 


den Querschnitt b,, und BÜ’ dasselbe Integral genommen über den Querschnit! 


a,, was wir durch Anhängung von b, bez. a, wie eine untere Grenze andeulen. 


) 


Aus den Grössen w,, %,, ... w, selzt man leicht p solche überall 
endliche Integrale a, (s,2), (8,3), ... a,(s,z) zusammen, die an je einem 


der Querschnitte a,. @,, ... a, den von Null verschiedenen Periodieitälsmodul 


ir, an den anderen von ihnen aber den Null haben. Setzt man nämlich 





Öle] A| 
R N / | 
MR OBER 
> A 
so ist der Ausdruck «,(s,z) oder 
p 
u, zn In 


eine Function. welche am Querschnitt a, den Periodieitätsmodul i7, am Quer- 
schnitt a,. («> u) den Null hat. Am Querschnitt b, aber hat x, den Perio- 


dieitätsmodul 


) 


p 1 
dv ER So) a, bV = 2) 0. ri B{#’ —(4 
] l >. y » l 5 . - 


vyu°® 


Beim Uebergange über die Linien e ändern sich diese Integrale stetig. 
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Lassen wir nun zunächst die additiven Constanten in ı,, %, ... u 

unbestimmt, und setzen 
2u,(0%, kı) = 2%, +4: 

so findet man die Werthe, welche «,, ®,, .... a, in den Verzweigungspunkten 
annehmen, leicht durch die Ueberlegung, dass das Integral «, auf dem Wege 
von einem Verzweigungspunkte zum folgenden um ebenso viel in dem einen 
Blatte wächst, als rückwärts auf dem congruenten Wege in dem andern Blatte, 
und dass der ganze Zuwachs ein Periodieitätsmodul ist. Jn der folgenden 
Tabelle sind diese Werthe in leicht übersichtlicher Weise zusammengestellt: 


au En uU, ::.: Mus ::: MT 
R,: dis dyıs re Tr 
kr; Autin, Aa; em ° 
k;; Anatin, Gas 6 ir 
k;; Artin, Martin, ».. re 7 
hu utin, autin, » 2. Baus 6 A 
: Gut, tn, . 6 Buhl, 2 
5 tin, tin, »..: en ... G,n 
ka,; Gptin, Aytin, ».. Autil,;, ... tn 
Rp413 ITT, IN, ee IT, Ge in 
hn425 0, 0, En 0. RE 0. 


Es ist nun für unsere Untersuchungen von Wichtigkeit. zu zeigen, dass 
die Function 9 (e,, ©, ... v,), wenn für die Moduln ..., a,., ... in ihr die 
gleich bezeiehneten Periodieitätsmoduln der Integrale «,, %, ... «, gesetz! 
werden, sich dem Werthe 1 nähert, wenn der Verzweigungspunkt A, an #4. 
h,anky,... A, an Ä,,_, unendlich nahe gerückt wird. In diesem Falle bleiben 


die Integrale w,, %s, ... @,, über die Querschnitte b,, b,, ... db, erstreckt. 
endlich, und zwar nimmt nach dem Cauchyschen Satz AY’ den Werth an 


» -„u—l - 
Ad .dz 
ar) _ 
A, — / 


f p 
b, } (2 —_ kap-+1) . (3 Er ka» 4 2) . IIc) (2 cr h2,—ı) 
1 








. —l1 
2nik,,_, 
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} (ka, — kap-+ı) (ky—i— kap- 2) . IK, (ka, — k2.—1) 
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und daraus ergiebt sich für die Determinante |AY’| der durch die folgende 


Gleichung bestimmte Werth: 


» 
| (4*)) / a 3 \ i \ 
1A, | | He, (hop E* Rn, (h ’p-4 hl 20 1 ) 1 
(2ri)P | | ki, kı En! Ir 
1 h; k; u “in hr" 








a —————— 


Re 


Die Integrale BÜ/’ aber wachsen ins Unendliche, wenn man jenes Zusammen- 
rücken der Verzweigungspunkte vornimmt. Aber die Verhältnisse der Grössen 
B», Bü), ... BP, wen hr =kh+4, y=k+4,... k,=k,.1+d4, ge- 
nommen wird. können durch geeignete Wahl der Verhältnisse der ins Un- 
endliche abnehmenden Grössen 4,. 4,, ... Sf, beliebige sein, während die 
Grenzwerthe der Grössen A,’ von diesen Verhältnissen nicht abhängen. Nun 
hat man (R. pag. 144) die Relation 


I 


3, (AP BO —-AQBP) = 0, 
= (. 


woraus sich mit Rücksicht auf die Willkürlichkeit der Verhältnisse BP: B®: B® 
und der Constanz der Grössen A die Verhältnisse ergeben 
(0). a == AP . A oder Be — pP Pi Er 


dd U 


für verschwindende .4,, 42, ... S,. Daraus folgt unmittelbar, dass für u > u 


3,1404) 
p ölg,A, | 2 
2 ” u*) 
du = INS. —.B 
y “ > (u) » 
ö A, 
N 3] 
) Öle “28 | 
= in. fe. ———— A?) = ia f"?.0 
de A,” 


im Verhältniss zu den Grössen 
öle1A | 
) ‘ FA 


u (4) ” ne (u) _ zn fi) 
ua Fe wen Nur ii 
dA 





weil die Grössen f), f®’, ... f'” in endlichen Verhältnissen zu einander 
stehen. wenn die Verhältnisse 4, 4, ... 4, endlich sind, verschwindend 


klein sind. Bei Annahme solcher endlichen Verhältnisse. (welche übrigens 
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nicht nöthig aber bequem ist) sieht man sofort ein, dass die pfach unendliche 
Reihe für $(v,,©,...©,) sich auf das Glied der Ordnung Null, also auf die 
Zahl 1 redueirt. 


2 
Setzt man für die Variabeln der 9-Function ®,, ©, ... ©, bez. die 


Grössen 
„Her Zi ' 2:0 ‚ p 
u, (Ss, 2) gt (8,,3,) %(8, 2) = Ur (8,5 35)3 ++ Up(Sos 30) 10 u, (8,5 3,) 


\"D 
\0) \ 


und für die Moduln die Periodieitätsmoduln ..., @,., ... der Integrale «,. 
2 2. U, SO kann man die in den letzteren noch willkürlich gelassenen 


Constanten auf eine und nur eine Weise so bestimmen, dass $(®,,%,...®, 


z,) der Fläche T verschwindet. Die 


j2 
/ 


in den Punkten (sı, 31), ($2, 22), - -- (8; 


Mittel zu dieser Bestimmung hat Riemann im Art.23 seiner Abelschen Functionen 
(R. pag. 145) angegeben. In unserem speciellen Falle lautet die dort ge- 


gebene Vorschrift dahin, dass 9(®,,®,... ©,) verschwinden muss, wenn 
[2 (p- d * . 
®4s -.. durch die Summen ..., FZu,(0, k,), ... erselzt werden, worin die 
(0) w; 


Summalion über jede beliebige Combination von p—1 Verzweigungswerthen 
k, zu erstrecken ist, und gleichzeitig muss 


(9 _(p—1) PD | | | 
2 zZu0,h) 220, hl) -.. 22%(0,6)) = (0,0,...0) 


nach den 2» Modulsvstemen der Functionen x sein. Aus diesen Bedineunoen 
d 8 Hs 








i En | in 
geht hervor, dass x, in der Form - > ,0.0.+%. enthalten sein 
{ un ı g PR p—1 


muss, wenn d,, y, ganze Zahlen sind. Bildet man die Summen der Werthe 
von ..., 24,(8, 2), ... für p—1 Verzweigungspunkte, so erhält man mit Hilfe 
der Tabelle des ersten Artikels Ausdrücke von der Form 


r 
a Zoh, Go + Ju el, 


und setzt man die Hälften dieser Summen für die Variabeln, ..., ®,, 
in die Function #(....v,,...) ein, so verschwindet diese nach einer in der 
p 


Einleitung gemachten Erinnerung dann, wenn I,,h,9, =1 (mod.2) ist. Es 
x \ l S y = 


müssen daher die Grössen y,, Ö', so bestimmt werden, dass diese Forderung 


) 


erfüllt ist. Wir bezeichnen nun die Summe 


)— 


u,(0, R;)+ nt, (0, Rro-ı) 


u \ 
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mit U” und setzen 

1i+04,=4,, 1+d, =, ..., 1+d,_,=h 2% Re ,; Ö, Bo 
p-Is+tY11= 9; p-IHtn=9:; a, 149,-=9-3: Yr-2 = %p-2 9 Yp-ı7  Ip—19 Y» 9 
so finden wir 


ie 


p 
(A) 2Ufr = 3,.h,0,.+g,in4 a,,40,in, 


1 
worin dyy+ı —=() zu setzen ist, wenn die Gleichung für v=p-+1 gebildet wird, und 
4,1 für usv, 6,=0 für u>rv und für v=p+1 zu nehmen ist. Ferner ist 
p 
/ %-) _ ’ s 
(B.) AU, in <= nh,d,, 7 rn 2 7 u +8, U, 


worin &,—=1 für uZp—2, &,=0 für u =p—1, p zu setzen ist. Weiter ist 


p 


Y ‘ (9—1 „ | ar 2 
6) Wr = yh,a,,t4,, +g,ia+n,in, 





won „=n="-=n,-1=1, n,=0 ist. Endlich ist 
ni. 4 ’ | 
FM | ka ph, a, + ing, + in. 


Da nun %(..., U%,...) verschwinden muss, so folgt aus (A.) für 


v—=p+1 zuerst die Bedingung 
p 
oh, gi (mod. 2). 
und wenn man dies in Rücksicht zieht, für jeden andern Werth von v 
v 
= oh,t9, —=1 (mod. 2) 


und hieraus, wenn die Congruenz von der, in welcher v+1 statt v gesetz! 


ist, abgezogen wird, 


(e.) Gn-9,=h,,ı (mod. 2). 
Aus (B.) folgt 
p»—? 
ot 9-ı == 6 (mod. 2). 
aus (C.) und (D.) 
pl » 
= oh tg,=0 (mod. 2), =h,==0 (mod. 2), 


und aus diesen Congruenzen zieht man durch sehr einfache Combinationen die 
Resultate 
1 (mod. 2), 9-10 (mod. 2). 


ri 


bb.) Bz.=hmh 


2 Br 


D 
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Seizen wir nun weiter 


er - Zu, (0, k,,) +u,(0, KR), 


so ist 


—. v a 
2 = Shout at gu ltr Sue, 


ehr. se = Bra ei ar —1, G,-2 Ba - _ ai = 0 
is. Da nun 9(..., V®,...) verschwindet, so folgt hieraus, wenn v—=p-—2 
ist, mit Vernachlässigung ganzer Multipla von 2 

,=z1H+h,-+h,.t+"+h,n (mod. 2), 


woraus wieder folgt 


e.) ,.-9,=h, (mod. 2), 
und für v=p—2 hat man h,.==g,_»—1 und nach (b.) h,.==0 (mod. 2), also 





h=zh=- =h.=0, h 


=h,=1 


und durch (e.) 
Hrn 0, A (mod. 2). 
Hieraus schliesst man, dass für die Zahlen y,, d, die Werthe gewählt werden 
können: 
eh —=md 1, „=]ı; Yizr, 9 Yı=P; 
und man erhält hieraus für die Integrale « in den Punkten k, die folgenden 
Werthe *): 
pin 


2u, (0, k) = Por + 





p 
p—1 TOLL te 





i p—Ai)iın 1 p 
2 u, (0, kı) — RB. G ) + u tn, 





p—1 p 
' 7 (p—v+Nin, 41 p 
2 U, (0, kı) = p ni 1 - u p—1 Eat, 





f 1 “ 
2u,(0, k,) ua p—1 un p—1 10) A,et Ayı- 





*) Dieselben Anfangswerthe sind auch von Herrn Neumann gewählt worden. 
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3. 
” . N P \ . 
Ist nun wie früher e,=u, (s, 3) FM, (8,5 35), So ist 


dig#(v, ,v,,...0,) 


dz 





als Function von (s,,z,) in T’ einwerthig, nimmt zu beiden Seiten der Linien 
ce und der Querschnitte a denselben Werth an und ist auf der positiven Seite 


des Querschnittes 5, um 


(x) 
du,(s, 2) N zo-ı 
2 Sue ge — x mie 0 m 
dz 2 (0) r 


grösser als auf dem negativen, und wird im Punkte (s, 3), der durch & be- 


zeichnet werden soll, unendlich gross wie ——, und ist sonst in T’ überall 


s—S, 
stetig und endlich. Durch diese Eigenschaften ist aber eine solche Function. 
die wir mit 
l(e; s,,2,) 

bezeichnen, bis auf eine von z, unabhängige additive Constante schon bestimmt, 
wenn auch der Werth der Periodicitätsmoduln an den Querschnitten b,.b,.... b, 
nicht gegeben ist; weil die Differenz zweier solcher etwa vorhandener ver- 
schiedener Functionen in T’ allenthalben stetig sein würde und an p Quer- 
schnitten den Periodicitätsmodul Null hätte, folglich constant sein müsste. Nun is! 


Ou,($,,2,) 





ok, 
ein in T’ einwerthiges Integral, welches nur für 3=%, in der ersten Ordnung 
unendlich gross wird, aber sonst in T’ und beim Uebergang über die Linien 


c und «a stetig ist, und mit V2,—k, multiplieirt für z,=%, den Werth annimmt 





n (x) „oe — 
er Fe) p a, Ki 
lim y(s,— k.)- ur en 
—k IRy 4 37; m 
n TEE 
Man kann daher in der Gleichung 
(») (p) 
(pP) Ou,(s,,%,) s.IIs—k)48 I G—k, 
t[e: r 6 ro _ + BE, - SONSRIEEEEEENEEERE. ; 200 RE 
\E5 8,5 3,) De Ca nn 
(0) Ok, " Mo fa ru \ 
4 . 2s.(3— 2,) II (%, - h ) 
(0) 


ın welcher z willkürlich ist, und die Summation und die Producte über p 


willkürlich gewählte Verzweigungspunkte zu erstrecken sind, — man kann in 


dieser Gleichung die p Grössen eC,ı, Ca» ».. C,, So bestimmen, dass die 
27 * 
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Function nur für (s,, 3,) = (s,2) unendlich gross wird, (was wie ee Ai 

















| 
schieht). Man erreicht dies, wenn man 
p+? (p) 
2%, — kr): I @— ke) 
One nr 4 a? o'—1 .r (p) 
2 ya k; se - Ye 
setzt. Daraus ergiebt sich die Gleichung 
' t(e;s,,2,) 
\ 2p+? 

Fr ” “ un II — hy) -Our rs, | 1 @- k,)-+8, a) 
NER u eo BZ ku) l es (0) ee ö 
oje mh) 2 Die 
| 2 |& nel ke 1,2sch, 2s.(—23,) II, — k,) 


Die additive Constante in f(e;s,,z,) wollen wir so wählen, wie sie in dieser 
Gleichung (1.) sich vorfindet. Hieraus folgt die Gleichung 


dle#(v,,v,,... ©) p 
(2\ Mei. Ku ar bet, 2a P a 1] a Y 
(R.) dz or i tie; 505 3,) -4- C, 
worin C von s und z abhängt. von s,, z, ganz unabhängig ist. Man hat 


Mittel, die Grösse C als Function von 3 und den Grössen A, hy, ... ha,, 
zu bestimmen, z. B. dadurch, dass man (e,,®,,...v,) == (0,0,...0) setzt nach 


> 


den 2p Modulsystemen der Funclionen a, was bei jeder Lage von & geschehen 
kann. Es mag genügen diese Constante für den Fall auszuwerthen, in wel- 
chem & auf einen Verzweigungspunkt %, fällt. Für diesen Fall geht die Glei- 
chung (2.) über in 





’ +2 
v (k a IP ) Jg Z 
& olg FD, v, } .+9p) p ‚o) m p Mn: ac t, k, ) OU, ($,; © : 
(8. (0 4 OÖ Ir . 0 y&, k = ) +K,, ‚ 


28 „a he'-1. Ok, 
1 = ” 


worin K,, offenbar nur von den Verzweigungswerthen abhängt. Vergleichen 
wir te die Periodieitälsmoduln der beiden Seiten der Gleichung (3.) am 
Querschnitt b,. in Bezug auf die Variable z,, so folgt 


2p +2 
r 113% —h,) Öl 
Ä >»5 es E 
i 4 4 ) > (vo ) 0, 4 s en EEE EEE i 


2, a A. h, 
woraus wir die wichtige Beziehung erhalten: 


48 „a alu) hr o—1 Er (o’ au) = 
1 > „ 


Y 








(4 \ Od u’ 
(+) „ ee = 
ai ok, 2p- m 


II} Ir — h,) 
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Die Constante K,, aber ist diese 


j 2% — ‚ö[u, (0, k,)] 
(9.) K.=- —m [1 , 


zv p 
25 al) kei ‚oh, 
[9 F ’ 


[2 


. 
(worin hinter das Differentialzeichen eine Klammer gesetzt ist, um anzudeuten, 
dass man nicht, das Integral im Sinne habend, die Grenze als variabel an- 
sehen darf). Selzt man nämlich, was immer geschehen kann, für 3,, &. ... z, 
solche von k, verschiedene Verzweigungspunkte, für welche, unter h,, g, ganze 


Zahlen verstanden, 
pP 4 
g* . —— IV ] BR. E 
©» Us. Br v,) wer oh, ti, ... <\ ‚€ oh, t ya 
ist. so nimmt die linke Seite der Gleichung (3.) vermöge bekannter Eiegen- 
schaften der #-Funclionen den Werth an 


p ’ ) II e \ k, oe k,.) r 
a) %y a a) de 6 | S P a Ol,o 
PIAL) it hi; — — << Ro° rn 





) 
l 3 , | E N p ok 
2> ar) ke 


worin die rechte Seite aus (4°.) folet. und worin 2 willkürlich ist. Genau 
denselben Werth nimmt aber die rechte Seite der Gleichung (3.) an, wenn KK, 


ihr die Bedeutung (D.) hat, weil sie in die Form gebracht werden kann 


Ic — hr) © > u(s .z3)— u 0,k.)) 
(v’) Ber u‘) E Te ,) «N 0? "97 N 1,7) 


a Pan 
0 ) V 


woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. 
Setzen wir in der Gleichung (1.) &, statt e, womit ein Punkt (s,, z, 


bezeichnet wird, und statt des Punktes (s,, z,) jener Gleichung (s, 3), so finden 


wir durch Grenzübergang die u. 








= ir) k 2 -k,) 
» . 0) ti ER, S, 5) 1 "u, (ug Yu) Un e: 
(6.) lim u re a un 
ER a OÜRuO Ly x ü 
s—h, Ei, Bora 
r . N) . olw F”(v . R . . ’ \ 2 
Um die Function > pr : 7 in so weit sie von (s,z) abhängt, 
od, . 24 


zu bestimmen, haben wir zu beachten, dass sie an den Linien e und « in T 
die Periodieitätsmoduln Null hat, dass sie auch an den Linien b,. b,. ... b, 


ausser an b, die Periodieitätsmoduln Null hat, an 5b, aber den —?2, dass sie 


für (s,2) gleich (s,,3.), (2,2), .-- ($5; 3,) unendlich wird, sonst aber in 


T' endlich und stetig ist. Dieselben Eigenschaften besitzt die Funclion 








ou, 


03, 





Ou,—1 





03, 
18; 5, 2) 
Olozı 


02, 


ou, 








| 02, 


ou ‘ 
—— kurz für - 


nn v 


ou, (8,52% 
02, 
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u, 





02, 


Ouo_ı 





— 


02, 
BE: 
t(&;8,2) 


Ouo+1 


nn . . . 








geselzt. 


Theorie der #- Functionen. 




















Ou, 
O2, 








Diese beiden Functionen können sich nur 


durch eine von (s, z) unabhängige additive Constante unterscheiden. Die Dii- 


ferenz der beiden Functionen ist nämlich in T einwerthig und in p und nur 


p willkürlich vorgegebenen Punkten (s,. 2), ($. 2). 


sross erster Ordnung. 


12 
/ 


Eine solche Function 


(s,,3,) unendlich 
ist nothwendig in Bezug aul 


(s,z) constant, weil zwischen den p Punkten, in denen eine Function einer 


2p-+-1fach zusammenhängenden Fläche T unendlich gross erster Ordnung 


wird, nothwendig eine Relation stattfinden muss (R. pag. 122). 


Differentiiren 


wir die hieraus entspringende Gleichung nach z, so ist der Differentialquotien! 


von jener Constanten frei und man hat 





wenn unter ?'(e,:s,z) der Differentialquotient 























| ouy 
"Pe Aa o' = 
O2) % oV, 
er...’ ou, 
03, 03, 
OU%— OU 
03, 02, 


E(&;8,2) F(&;8,%) 

















OU +1 OUo-+1 
03, 02, 
. n 
O2, 02, 


a ALTER) 


a 
ol(E, ’ S, 5) 


Op: ($, 3) 
0% 





q8 
Od, 
5 








x 


ou 








5, verstanden wird. 


EN 
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4. 





Multiplieiren wir nun die Gleichung (7.) mit s und setzen s—k,. so 
folgt daraus mit Rücksicht auf (6.) 








p 














) 





za Zah, 
| Ou;: 53 0’ leo, ® dp) (m, u a, N u 
— - . . o' ) R [} - — ee“ ——— 
027 1 od... .ov, RANG 7 
9) 77 I, ) 
| 9m cu, Bj 
= 1 ‘ ze > ge | 
| 
| 
| 
O%-ı Ö Ui Ou,—ı | 
0%, 03, O2) | 
ou, cu, ou, | 
03, Ohy 02, Ok 0240 Ku 
Oug; N Ou,. + Oug+ [u 
0%, 0%, 02» | 
. . . | 
| 
__Oup up B— | 





Wählt man für die willkürliche Zahl z die Zahl o und wendet auf die linke 
Seite die Gleichung (4.) an und bildet die Summe der erhaltenen Ausdrücke 


u 55 9 2 oe=p, so folgt daraus die Gleichung 











„. | Oux 
h olg| 
(8.) (& 2 PgAlD,9,...0p) ao 1 | os 
a) 0d,.C,: " VE Oh, 


Wenn nun 
(015%... ©,) (0,0,...0) 


gesetzt wird, so bestehen (R. pag. 151) die Gleichungen 








‚ P1le% olg% ‚ lg$ led 
5 — - zu _ - ————— “ 
3 od, Od, Od,o' a . Od, OU, Öllgo 


aus welchen folgt, wenn man sie auf (8.) anwendet, 











01£9(0,0,... 0 Olgele7| Ole /p eo 
(9.) S C —4 5 | ++x | Il.) (2% '—k,) 
© hu =, ok, © hu I” S | 
worin 2, 23, 2 solche (von k, verschiedene) Verzweigungspunkte 


bedeuten, für welche 


(..., 0, (0, k,) > 


m, N...) El 0,... 0) 














216 


J. Thomae, Beitrag zur Theorie der #-Functionen. 





ist. Zur Herleitung der rechten Seite der Gleichung (9.) aus der Gleichung 
(8.) benutzt man den Productsatz der Determinanten. 

Es mag nun mit Diser. (Aıs han... Ry5 gıs gas +». 9,) das Product aller 
Differenzen von solchen p-+1 Verzweigungswerthen, worin der Punkt mit 
grösserem Index immer der Minuendus ist, bedeuten, welche die Eigenschaft 
besitzen, dass 


(p) 17 
Ei ‚—Eu,(0 (0, k,)+t u, (0, k..), a = (..,95- Zuph —t, 


(0) 





nach den 2p Modulsystemen der Functionen « ist, und Diser. (h,, h»,... h,; 
Yı» 923... 9,) das ebenso geordnete Dilferenzenproduct der p+1 übrigen Ver- 
zweigungspunkte, welche dieselbe Eigenschaft haben. Dann wird die Relation 


(9.), wie man sofort erkennt, durch die si integrirt 


/\ax®] 
ri)P 
worin die Constante von %k,, und da « willkürlich ist, von sämmtlichen Ver- 
zweigungswerthen unabhängig ist. Es enthält aber Diser.(0,0,...0) die 








le 9(0,0,...0) = Const.+1g | +1g Diser. (0, 0, ... 0). Diser. (0,0, .... 0 


Verzweigungspunkte mit geraden, Diser.(0,0,...0) die Verzweigungspunkte 
mit ungeraden Indices. 

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir y=h,+4,, ky,=k,+4,,... 
h,, = k,,_ı+ 48, und lassen die .f gegen Null convergiren. Dann erhält (nach 


\ 
Art.1) 189(0,0,...0) den Werth Null und Ze 
1 


4 9 


\ Diser.(, 0, ... ©) Diser. (0,0, ... 0) 





a] 


Andr den Werth 











woraus sich ergiebt, dass die addilive Constante Null sein muss. Demnach 
kann in dem Ausdruck 





f 

a, 

(11) »9(0,0,.. ya. Y Diser. (0, 0, ... ©).Diser. (0,0, ... 0) 
nur noch ein Zweifel über die Wahl der vierten Wurzel der Einheit sein, 
welche in das Wurzelzeichen eingerechnet ist. Um dieses festzulegen, nehme 
man die Grössen h,, ir, ... Är,;2 reell und der Grösse gemäss nach den Un- 
gleichungen geordnet an 
ERERIR 


Dann sind die AY> sämmtlich rein imaginäre und die BV) rein reelle Grössen. 








3 


[’ 
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und daher die rechte Seite in (11.) abgesehen von der factoriellen vierten 
Wurzel der Einheit reell. Die A. aber sind dann alle rein reelle (den Con- 
vergenzbedingungen immer von selbst genügende) Grössen, folglich ist jedes 
Glied der 9-Reihe, folglich 9(0,0,...0) eine positive reelle Grösse. Dem- 
nach müssen die Wurzeln der rechten Seite so genommen werden, dass der 
sanze Ausdruck positiv reell ist. 

Das Vorzeichen für jede andere Lage der Verzweigungspunkte ergieb! 
sich durch stetige Ueberführung derselben aus der reellen, wie angegeben 
geordneten Lage in die vorgegebene Lage. 


>. 
Der Werth von «,(0, %,) ist in der Form enthalten 


a Ma +4 (v); 
co) Lo gu ıT, 
worin bh”, g%? Brüche sind, EM Nenner 2(p—1) ist. Wir setzen im 
Folgenden 
eo, = u,„(0, k,) -_, 7 (8, > 3,) 
und 


22; ei 
3, =e ‚Io, or, ... .). 


V 


Dann ist (R. pag. 154) der Quotient 


Zuoh ‚h (u,(0, k a) U, (0, k,)) 
”, 
277 





Zol ‚A ’(u, (0, k,)— u,(0, k,)) 


eine zweiwerthige Function in T, die in dem Punkte %, unendlich und in 
dem Punkte %, Null wird in Bezug auf jede der Variabeln z,, &, ... 2,, 
and die zu beiden Seiten der Querschnitte nur durch Quadratwurzeln der 
Einheit verschiedene Werthe UPReR: Sie ist daher in der Form enthalten: 





2 —k, 





Const. / II, .) 


2 


ner 
Wirft man einmal z,, 2,, ... z, auf p von k,, k, verschiedene Verzweigungs- 
19 ’ r o 


werthe und ein andermal z,, 2, 2) auf die p übrigen von Äk,, k, ver- 


schiedenen Verzweigungswerthe, so erhält für diese beiden Annahmen der obige 


$-(uotient abgesehen vom Vorzeichen einander reciproke Werthe, woraus 
sich für die Constante, die wir mit C,, bezeichnen, der Werth ergiebt 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 28 
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4 








rer k —k . 
| (v. ) Piss AU u 0 % 
I, g) en — k, ); 


woraus die Gleichung fliesst: 














p 7 — 
Y (4) f TE,‘ ei L, \ 
Er (u,(0, ku) — u, (0, k,)) r u m, u) en h) 
12 N: U I .... IE al H 20 — RR, 
! F Te | l (0) 30” ki 


Y h" 3 N 
P-IAL ( (HM, ©, k,) — u,(0, ku)) nn u) wer 
Hierin ist nur noch die Wahl der vierten Ar der Einheit. welche in deı 
Wurzelzeichen steckt, zweifelhafl. Aus der Gleichung (12.) leitet man leich 


die unter der über die ganzen Zahlen %k, g zu machenden Voraussetzung 
2%, EV (mod.2), 


siltige Gleichung ab (Cont. die Einleitung in Bezug auf die Bezeichnung) 


4 


| | a] | 
13.) 9, ,„ ,(90...0) = |} Fa \ Diser.(h,.Ros...q, \.Diser (hısh, 


ri { 


.Y 

rin für reelle. der Grösse nach wie die Indices geordnete k die Wurze 
ositiv reell zu nehmen und den Grössen Ah, g nur die Werthe O oder 1 zu 
uertheilen sind. Hierdurch ist das complexe Vorzeichen der Gleichung (12 
nit bestimmt, wenn nicht h, g solehe Zahlen sind, für welche die Gleichw: 
in O0—= 0 übergeht. 


Bezeichnen wir nun mil o,. %., ... o,, p Verzweigungspunkte, und 
mit 9 diejenige $-Functlion 9, |, RR in welcher die A und g aus de: 


('onsruenz entnommen werden 





A. EU) TUT ee)... 42 Ayo hl, - z ...). 
bezeichnen wir mit 7,, %. ... 7,,, die übrigen nn und 
mit 9, diejenige J-Funclion 9, | „in welcher die % und g aus der Con- 

ba 2 Bd / 4 
sruenz enlnommen werden 
A » te pP ist 
(B. TEE) Z 2225275 d,,h,+9,5 » y. 


in der die Summalion der linken Seite über die p von 7,, r, verschiedenen 
Verzweigungspunkte 7 zu erstrecken sind. So können wir, die Argumente der 
9-Funelionen ®,, %,...®, alle gleich Null genommen, die Gleichung beweisen 





‚14. 





u I n 
T „» 





00; 


| 
Ka 
iv 


n 
n Ile)» op (0) 


) Zur Krsläruug der Bezeichnung diene die Gleichung I 4@ = 





1 
p(v).plu) 
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welche für den Fall p=2 schon von Herrn Roserhain in seiner Preisarbei' 
‚ber vierfach periodische Functionen (Gl. 116) angegeben ist. 
I, 


Zu dem Ende bezeichnen wir noch mit 9, _ diejenige 9-Funetion 


bei welcher die kA, g der Congruenz entnommen werden 


i 77 
U.) ( ,\ı y NZ; ) ”- d,.| Ar 
l 
6 . P - Tr | (!, 
/(5) das Product aller (einmaligen) Differenzen der Grössen 
H 
nit .2°’(c) das der Grössen o,. 0 et o.. mit 4 
F 
oduet aller Differenzen der Grössen r,. r.,. | ‚mi S(tT,: das de 
ssen ' En m ( und ni J ! uU ui L\ sen 
ee mit Discer. (T.). Diser. (r,) die Grössen Diser. (h,. q 
, " \ . 2 > f . | 
N. Br .„ wenn die Ah, g aus der ( onoruenz (D.) eninommen werden 
i ' 
Diser. (7,,0),Diser. (7,, 0) die Grössen Diser. (h,,hs. ... 9,), Diser. (h, ./ 
wenn die A, g der Congruenz (C.) entnommen werden, mit 9)’ aber be 
| y ıp } dr in art rn ınl ' nl » \Inıpl » * ın7 j 
‚eichnen wir den Quolienten auf der linken Seite der Gleichung (12.). wenn 


darin %, durch 7,, k, durch o, ersetzt wird. Dann haben wir aus 


N) ” 
und daraus 


Y I I 
I |) 
} a PA E T 71 N FA ze ( ) f. ‘ 


worin Ci» Os - :- O,, diejenigen Grössen sind, die aus den früheren €, 


Us ar 


entstehen, wenn in ihnen %, durch 7, 


um 3 = 0, 8 =, ... 2,=0,, So folgt hieraus, wenn wir das Vorzeichen 


in die Wurzeln einrechnen. 


, k, durch o, ersetzt werden. Setzen wir 


180% | 7 0). IT, One YE II, IT, — Tor) 











0% | ar 1a“ | 
I,‘ I —7,)! 








(15.) | 

\ p-+?2 5 p p +? ‚ 

feh (0)). II, Fu T,) II, H.,\Pe er Te) 
| S S 


A] 
(Zri)P 








r 
ya 
I. 
28 * 
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3_.0 .G 


Der Ausdruck —: u m ist aber nach der Gleichung (13.) gleich 
0 





Tus 








. ' ' 
A| [Diner (7,) Diser. (T,)... Diser. (7,.,2) Diser. (7, )... Diser. (T,.+2) 
(2ri)P . 2 

"2 | (Diser. (7,, 0) Diser. (T,, o))P 











p p+?2 
(IE))P (Ao))P**. I, ‚Ei, (Tg —0,) 
zum - 77 . . 
BEN I Fu PTR = 


(4) BER 
II) (Tu 70 


Und hieraus folgt, abgesehen von einer vierten Wurzel der Einheit, die in 


das Wurzelzeichen eingerechnet wird, 
4 














pr? 

Il, ÖL 1a” 7 a — T,)P. (I(0))?. I, IT, (Tor — 0,) 
ar art 

Ce CD, 


Iytu— og)? 


Aus der Gleichheit der rechten Seiten der beiden Relationen (15.) und (16.) 
folgt nun die Richtigkeit der Gleichung (14.), wenn noch bewiesen wird, dass 
sie auch noch in Bezug auf die vierte Wurzel der Einheit richtig ist, welche 
wegen der Vernachlässigung der Vorzeichen bei unsern Rechnungen noch be- 
sonders untersucht werden muss. Man erkennt aber die Richtigkeit der von 
uns in der Gleichung (14.) angegebenen Wurzel der Einheit, wenn man sämmt- 
liche a,..... als reell voraussetzt, was immer geschehen kann. Es bleibt 
aber das Vorzeichen unbestimmt, welches von der Anordnung der Reihen in 
der Determinante abhängt. 


6. 
Nun sollen noch die partiellen Differentialquotienten der ungeraden 
$-Functionen für verschwindende Argumente durch die Verzweigungswerthe 
dargestellt werden, so weit sie nicht selbst verschwinden. Behalten wir die 


Bezeichnung des vorigen Art. bei, so haben wir die p Gleichungen 
55 0% ‚OU oe A 7 20 — 0, ( 1 1 ) 
ıe) 00, 0%, N u) 9 .—T, Na —T, 2, —0,7’ 


»r 00% Om 1 I N 


Po u —0 
—._ ı e y “0 V ( BER ) 
@ O0, 0% 2 7uv Il Q 2,—T, \3,—rT 2,— 0,7? 




















l 2 A 


EM A u C P 2,—0, 1 1 
Se, er YHoz a, \o-n no, 
1° Q °p A M lien p 


V 
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aus welchen folgt 


es V r 
ö 20% ou 
00, 10% 
















































































/p % Be 0, 
Car V II. —i——— 
1 s us Tu 
2 ou, ou, eis Ou,_ 1 1 Ouyrı OU 
03, 03, 02, 3 —T, 3—0, 02, 03, 
ou, ou, ., Ouy—i 1 1 Ouyaı ou, 
02%, 0% O2, 2, —T, 3,—0, 02, O2, 
ou, ou, rg Ou,_ı 1 1 u, Ouy 
Ö2p O%p O2, 3 Tu 3p— O, O2, On 
oder 
0% F 1 (d) 
2 Ö] | ( — „. _ & - ) | 
Ov,: er B> ( So So ) Z 270 y2A 0 
ee Te TE) 
rg D o' ®»o 
ww) 1 (e) So — Tu (9) % C 


Wendet man hierauf einen bekannten Determinantensatz (Baltzer $.6, 5) an, 
und setzt 3= 0, R2=%,...2,=0,, 50 folgt abgesehen von der Wahl 


der vierten Wurzel der Einheit 


























p /p+? | s | er 
0%, IK) (0,02). | Il (0, Tg) p ölg lei | ölgloi | 
Nr Zu 344 Os Sn . 
Od, Tu,0 /2 1 20 Pu 
/ II (9% Tu) ‚ 
p-+? ” 
II „(9 — T,) p ölg [a | m 
u V Bun 
== 20, ‚0 Cu m . >10 we : Ss», (0), 
Io (Tu) d@y. 
worin 


S(0) =1, SY()=Hn+%+-+0,_1+0,41+ + On3 
S2’(0) = 0,%+0,095+4+ ++ 0,0,_1+0,0,.1+"" + 010,4 09054 "+ 0,_1 0,, 


. . . . u . ® . “ * 


lo 
S2-1(0) = 01.0... 0,—1. 0,41... 0, 


zu nehmen ist. 
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Ersetzen wir nun noch F u durch den in der Gleichung (13.) getun- 


"ur 


denen Ausdruck, so findet man nach einigen Reductionen: 








+ ‚’ 
38 ı yd) (0). Alt, 0,). 3, „AP S® (o 
17 5 SEE Ai 
Ar ee 
} mi | (Ir )i h 14, ; 


Für reelle, der Grösse nach wie die Indices geordnete % sind die Wurzeln 
zu nehmen, dass die rechte Seite positiv reell ist. 

Hiermit ist das vorgestreckte Ziel erreicht. Man kann noch | 
nachweisen, dass die eeraden 4-Functionen. welche nicht mit den Argumen!: 


» verschwinden. sämmtlich in der Form I ” enthalten und somit für 


schwindende Argumente hier dargestellt sind. Die Anzahl der dargestelli 
7 >) % | 7), ‘ “7 
1 f y . P} “Urs - I | sD u u. . y 
geraden 9-Functionen aber ist 4.7 2.I7.°P,,... PTZ, die Anzahl 
. 2 3 p-+1 


überhaupt vorhandenen geraden 9-Funclionen ist 27”"+2”7!, und daher ge! 


es schon für p=5 eine, für p>» mehrere mit den Argumenten 


schwindende gerade 9- Funclionen Ebenso verschwinden für p > 2 


Q. 


parliellen Differentialquotienten einiger ungeraden $-Functionen mit den Aı 
oumenten. In beiden Fällen giebt es höhere Differentialquotienten. welch 


' 


nicht mil den Argumenten verschwinden, deren Auswerthung für verschwiı 


dende Argumente mit ähnlichen als den hier angewandten Mitteln ausgeführ 
werden kann. Man erhält aber die Systeme der Zahlen A, g, für welch 


erst die zweiten oder höhern Differentialquotienten von I IE 
1 p 


PEREER 
mit den Argumenten nicht verschwinden, während die niedern und die Functio 
selbst Null werden, wenn man diese Zahlen aus der CGongruenz entnimm! 


( .,6,(0, 8) 55 u,(0, k,), vn = er 4 3,4, +9, nn Fk 


(0) 1 


p 
und von den in der Summe Z&u,(0, k,) enthaltenen beliebigen Verzweigung: 
(v) . ’ u / nz 


punkten %, zwei oder mehrere dieselben sein lässt. 


) 


Halle. Juni und Juli 1869. 














jeweis zweıer ”Mätze der Funetionentheorie. 


(Von Herrn F. E. Prym in Würzbure.) 


| 
Vian nehme eine 2p+1fach zusammenhangende Fläche T und zer- 
eoe dieselbe genau in der Weise, wie art. 1 meiner Arbeit in Bd. 70, Heft 4 


lieses Journals es angiebt, in eine einfach zusammenhangende Fläche T’ durch 


p Schnillpaare a,, 5b, und durch p, von demselben Punkte 7 ausgehend 
Schnitilinien ©. &. .... ce Die dort angewandten Bezeichnungen und 


L 


irolfenen Bestimmungen lasse man ungeändert bestehen und füge die folgend 


neu hinzu. Den gemeinsamen Mündungspunkt der drei Schnitte «a,, b 


u 


j} 


bezeichne man fünflach als p,, q,, r,, S,, £,, jenachdem man sich in d« 

einen oder andern der fünf, von den drei Schnitien dort gebildeten Winkel 
räume befindet. Den gemeinsamen Mündungspunkt der p Schnitte e bezeichne 
man (unter Wegnahme des Buchstaben 7 ohne Index) p-fach als m, , 7 

und zwar als z,, wenn man sich auf 
der posiliven Seite des Schniltes e, 
befindet. Ausserdem Ireffe man, ledig- 
lich der einfachern Bezeichnung später 
wegen, die Bestimmung, dass die p | e . 
Schnilte e so gezogen seien, dass man, 

um den gemeinsamen Mündungspunkt > En 
derselben umgekehrt wie der Zeiger PU 
einer Uhr herumgehend, die Schnitte % 
ce successive in der Reihenfolge c;. | 
4 2... €, überschreitet. Die neben- 
stehende Figur veranschaulicht eine | D 


mögliche Art der Bezeichnung. 
Für die Begrenzung der Fläche T’, die von den beiden Seiten der Schnitte 


a,b, e gebildet wird. sei gegeben (z.B. in Folge graphischer Annahme) eine 
längs der ganzen Begrenzung einwerlhige und stetige Function f des Ortes oder 
Punktes in der Begrenzung, deren Werthe in je zwei entsprechenden Punkten 
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auf der positiven und negativen Seite der Begrenzung, die man durch f* und /- 
bezeichne, in der Weise verknüpft sein sollen, dass allgemein für v=1,2, ..., , 
längs a,|ff = A, f+A,, 
(@G.) längs b,|f* = B,f-+B,, 
längs e,|fF = f+4,, 
wobei die 5p Grössen A,, B,, A,, B,, 4, constante Werthe haben sollen 
Die Frage ist dann, ob die der Function f auferlegte Bedingung, längs der 
Begrenzung einwerlhig und stetig zu sein, mit beliebigen Werthen der 5, 
Constanten verträglich ist, oder ob dieselbe nothwendige Relationen zwischen 
diesen Constanten zur Folge hat. 

Bezeichnet man den Werth, den die Function fin irgend einem Punkte 
der Begrenzung hat, durch f,, und wendet die Gleichungen (@.) zunächs! 
auf die Mündungsstelle der drei Schnitte a,, b,, ce, an, so ergeben sich mii 
Rücksicht auf die Figur die folgenden Gleichungen 


1) ,=Af, +4, 2)f,=B,h,+tB; 

3) f,=A,f,+A, = A4,B,f,,+A,B, +A,, 

4) fı,= B,f,+B, = A,B,f,,+B, A, + B,, 

9) „=h,tH- 
Aus den Gleichungen 3) und 4) folgt durch Subtraction 

ff, = B,(A—1)-4,(B,-1), 
während aus der Gleichung 5) die Differenz derselben Functionswerthe sich 
gleich 4, ergiebt. Man hat also für v=1,2,..., p: 
4,= B,(A,-1)—A,(B,—1). 


Wendet man ebenso die Gleichungen (@.) auf die Mündungsstelle der p 
Schnitte e an, so erhält man die p Gleichungen 


FE; er I, fa. [> 4» en fl, I, = Ih-1: f7,— In, =dJ,, 
und durch Addition dieser sämmtlichen p Gleichungen 
v=p 
24,=V0. 


Man hat so das Resultat, dass wenn eine längs der ganzen Begrenzung 
der Fläche T’ einwerthige und stetige Function f des Ortes oder Punktes in 
der Begrenzung gegeben vorliegt, deren Werthe f* und f” in je zwei ent- 
sprechenden Begrenzungspunkten durch Gleichungen von der Form (@.) ver- 








p 


h 
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knüpft sind, dann zwischen den 5p Constanten A, 
wendig die p+1 Relationen 


B,, A,, B,, 4, noth- 


b) ) 


v=p 
@) Z24=0, 4,=B,(4-1)-A,(B,—-1), (v=1,2,...,p) 


vl 
stattfinden. Läge an Stelle der Fläche T’ die im art. 2 der oben eitirten 
Arbeit gebildete Fläche T” 
deten, und wäre dann längs /,: f*=f”—2niL,, während f im Punkte «, und 
in dessen Umgebung sich wie eine Function ,(r,) verhielte. so würde. unter 


vor, so dass im Punkte x noch r Linien /, mün- 


Festhaltung der übrigen, der Function f auferlegten Bedingungen. an Stelle 
der ersten Gleichung unter (@'.) die neue 


v=» er 

Ss I,—RnisL, = 0 

vl 0=1 n 
treten, während die übrigen p Gleichungen unter (@'.) ungeändert blieben. 
Es folgt dies unmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorher operirt: 
auch erkennt man leicht, dass diese Resultate unabhängig sind von der Ord- 
nung, in der die Schnitte e und / um ihren gemeinsamen Mündungspunkit 


herum auf einander folgen. 


2. 


Eine complexe Function «-+v: der Coordinaten x, y sei definirt durch 
die folgenden Bedingungen: 
1) In der ganzen Fläche T’ soll sie eine allenthalben einwerthige und 


steige Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Dif- 
ferentialgleichungen on MB... i = RN... genügen. 
OX oy ’ 0y ox 
2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen 
in der Weise verknüpft sein, dass allgemein für v=1,2,...,p 
längs a, |(u+tei)" = A,(utei) +A,, 
längs b, |(u+ei)* = B,(u+ei)+B,, 
längs c, ;(utei)' = (u+evi)”. 
Ueber die 4p Constanten A,, B,, A,, B, sei Folgendes festgesetzt. 
Die 2p Grössen A,, B, sollen sämmtlich den Modul 1 besitzen, im 
übrigen aber willkürlich gewählt sein. All’ die Constanten A,, die 
zu Indices » gehören, für die gleichzeitig A,=1, B,=1 gewählt 
ist, sollen den Werth Null haben. In Betreff der Werthe der noch 
übrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus dem vorigen Artikel 


Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3, 29 
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weiss man, dass in Folge der Bedingungen 1) in diesem Falle 
zwischen den Constanten immer die p Relationen 


B,(A,—1) = — A, | (B,— —1), "= Li; ; pP 


stallfinden müssen, weil sonst die Bedingungen 1) und 2) schon von 
vornherein nicht verträglich wären. 





Dass nun diese Definition in sich selbst keinen Widerspruch enthält, dass di. 
aufgestellten Bedingungen verträglich sind, dass überhaupt Gebilde a-v 
exisliren, die die erwähnten Eigenschaften besitzen. leuchtet unmittelbar ein. 
wenn man überlegt. dass jede beliebige Constante e als Function «-+® mil 
den erwähnten Eigenschaften betrachtet werden kann; es erhält dann A, den 
Werth (1—A,)e, B, den Werth (1—B,)c. Jede Constante gehört also zu 
den oben definirten Funclionen; dass umgekehrt auch jede solche Function 
in der ganzen Fläche T’ denselben Werth hat, also eine Constante ist. soll 
jetzt bewiesen werden. 


Zu dem Ende betrachte man das Integral 


- af (#4 eilt vr öy. 

2) (3, 

ausgedehnt über die ganze Fläche T’. In Folge der Bedingungen 1) hat 
dieses Integral einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man 
von dem Factor 2% absieht, den Inhalt der Fläche dar, welche die Gesammt- 
heit der Werthe, die w@ = «a-+-eö innerhalb T’ annimmt, auf einer W- Ebene 
repräsentirt. In Folge der Differentialgleichungen, denen « und o genügen. 
lässt sich // auch schreiben 


1 ff ov ou 2 m Alf ou 0» u ER: 
—4üi — )ö 3 30 Du Zn) IE. 
Oz ö&y @y 6 9 ox dy oy ox J 


Nach bekannten Methoden folgt nun: 


y ou vo Mu O\a rn Fe 
fie: = —7- „.)020y = udo, 
x oy 0oy 0x % 
+ 
NEE ou © NG zöy -f odu, 
or Oy Oy ©x % 
wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) 
Richtung durch die ganze Begrenzung R der Fläche T’ zu erstrecken sind. 
Es bezeichnen dabei also ds und dv die Aenderungen, die « und © erleiden, 


wenn man von einem Punkte x&,y der Begrenzung zu einem, in der Richtung 








le 
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der Pfeile dem Punkte x, y benachbarten Begrenzungspunkte a+dx, y-+dy 
übergeht. Führi man nun diese Randintegrale ein, so folei 


II — TR ade —vdu). 


1 ı 


und addirt man zu dieser Gleichung die Gleichung 


0 —= A adu+vede). 
7 
deren Richligkeit einleuchtet, da « und e, und folglich auch ihre Quadrate 
beim Durchlaufen der ganzen Begrenzung als einwerlhige und stelige Funetionen 
wieder zu ihren Anfangswerthen, mit denen man ausging, zurückkehren. so 


erhält man endlich 


‘ig / a— vi) dla vi). 
R 

Bei der Integration durch die ganze Begrenzung R wird längs jedes 
Schnittes a, b, ce zweimal integrirt, einmal auf der posiliven, das andere Mal 
auf der negaliven Seite. und zwar ist die Richlung der Integralion auf der 
negaliven Seite beständig entgegengeselzt der Richtung der Integration in den 
entsprechenden Theilen auf der positiven Seile. MKehrt man also bei dem 
über die negative Seite der Begrenzung zu ersireckenden Integrale, unter 
Anwendung des negativen Vorzeichens, die Inlegrationsordnung um, so erhält 
dieses Integral in allen Theilen dieselbe Integrationsrichtung, wie das über 
die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durch Zusammenfassen je 
zweier entsprechender Elemente der beiden Integrale ergiebt sich 


’ yü »- . .\_| . f u a 
TE / (w— vi)" d(urvi)"— (u—et) d(u-+evi). 


I la,, Bat 
wobei jetzt das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal über die 
positive Seite eines jeden der drei Schnitte a,, b,, e, von Anfang bis zu 
Ende in der Richtung der Pfeile auszudehnen ist, während (w— ei), (u— ei) 
die Werthe der Function «—ei in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, 


und d(u-+ei)*, d(u-+ei) die Aenderungen bezeichnen, die (w+ei)' und 
(u+®i)” gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte in der Richtung, 
die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. 
Bezeichnet man die zu einer complexen Zahl g= m-+ni conjugirte 
Zahl m—ni durch g, wobei dann 99 = (mod.g)’, berücksichtigt ferner, dass 
29 * 
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in Folge der über die Grössen A,, B, gemachten Annahmen dann allgemein 


A,A,=1, B,B, =1 ist, so ergeben sich für die Begrenzung die folgenden 
Gleichungen: 


ae) = A, (u-v)+A, d(u+ei)'’ = A,d(u+ei)”, 
(u-ei)td(a+vi)* = (u-vi) d(u+ vi) +A,d(u+oi)t; 
(u—vi)*t = B,(u—-vi) + B,, d(u+oi)* = B,d(u-+oi)”, 
(a— vi)’ d(u+ei)* = (u—vi)d(u+vi)+B,d(u+vi)t; 
w—vi)* = (u—evi)”, d(u+ei)’ = d(u-+ei)”, 


a— vi)" d(u+ei) = (u—vi) d(u+vi)”. 


längs a, | 
längs b, | 


lungse, | 


Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der unter dem letzten 
Integralzeichen vorkommenden Differenzen, ausgedrückt durch d(«+ ei)* allein, 
und führt dieselben in das Integral ein, so zeigt sich, dass die auf die Linien 
c bezüglichen Theile des Integrals sämmtlich verschwinden, und es wird 


I = E fa (u+evi)'+ B,/ dato}. 
RC b+ 


Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a, in der 
Richtung der Pfeile führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte g, 
zum Punkte s,, während ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des 
Schnittes 5, in der Richtung der Pfeile vom Punkte i, zum Punkte r, führt. 
Bezeichnet man also den Werth der Function «+vi in irgend einem Punkte 
# der Begrenzung abgekürzt durch f;, so ergiebt sich 


T= 3 Al, H+B th): 
und die vier in diesem Ausdrucke vorkommenden, dem Index »v entsprechen- 


den Functionswerthe sind in Folge der Grenzbedingungen 2) mit dem Werthe 
der Function «+ vi im Punkte p, durch die Gleichungen 


f,=A.h,+4,; f,,= B,f,,+B,; 
f,= 4, +4, = 4, B,h,+4,B,+4,; 
fi, ann B,f,,+B, Eu A,B,f,,+PB,A, +B, 
verknüpft. Aus diesen Gleichungen folgt weiter: 
fs, 16; A,(B,—1)f,+4, D,, A are B,(1-A,) (Br; 
A,(f,—f„)+Bs(f,—f,) = [B,B,(1-4,)— 4,4, (1-B,)]f, 











ein 


len 
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Auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist der Coeffieient von f,, gleich 


Null, denn derselbe ist auch gleich A,B,[B,(A,—1)— A, (B,—-N), und der 
hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck hat den Werth Null. da er 
aus dem, den Werth Null besitzenden Ausdrucke B/(A,—1)— A, (B,—1) her- 
vorgeht, indem man darin an Stelle von ö die Zahl —i schreibt. Man erhält 


also schliesslich 


I = °% A,A,B,—B,B,A,\ 


v_ 
Die einem bestimmten Index » entsprechenden Grössen A,, D, sind 
nur der Bedingung unterworfen, Zahlen mit dem Modul 1 zu sein, ausserdem 
sind mit ihnen die demselben Index » entsprechenden Grössen A,, PD, durch 
die Relation 
(R.) B,(A,—1) = A\(B,—1) 
verknüpft. In Bezug auf die Werthe von A,, B, unterscheide man die fol- 
genden vier, alle Möglichkeiten umfassenden Fälle: 
I) A, und B, seien beide von 1 verschieden; dann folgt aus den 
beiden Gleichungen 
B,(A,-1)=4,(B,—1), 4,(B,-1)=B,(4,—1), 


indem das Produet der linken Seiten gleich ist dem Producte, der rechten, 
(4,—1)(B,—1) 4,B,— (A, —1)(B,—1) B,A, = 0, 
und aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Falle von 
Null verschiedenen Grösse: -[A-1){B —1): 
A,A,B,— B,B,A, = 0. 


I) A, sei gleich 1, B, von 1 verschieden; dann liefert die Relation 


(R.): A,=0, folglich ist dann auch A,=0 und A, A,B,— B,B,A, = 0. 


II) A, sei von 1 verschieden, B, gleich 1; dann liefert die Relation 


(R.): B,=0, folglich ist dann auch B,=0 und A,A,B,—B,B,A, = 0 

IV) A, und B, seien beide gleich 1. In Folge der ursprünglichen 
Grenzbedingungen 2) hat in diesem Falle A, den Werth Null, folglich ist | 
auch A,=0 und A,A,B,— B,B, A, =0. 

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index v (v=1,2,...,p) 
entsprechende Glied der letzten Summe, die 7/7 darstellt, immer den Werth 
Null besitzt, und dass folglich unter den gestellten Bedingungen das Integral 
{1 selbst den Werth Null erhält. 77 kann aber, da es in seiner ursprüng- 
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lichen Gestalt. wenn man von dem Factor % absieht, ein Integral mit imme: 
positiven Elementen ist, nur dann Null sein, wenn jedes Element für sich deı 


Werth Null hat. Aus //=0 folgt demnach für die ganze Fläche T' 


OU C u . 2 . . .on . . 
0, u 0, und mit Berücksichtigung der Differentialgleichungen sub 1! 
OU © Ü . . > WET . 
auch — =0. = -0, allgemein zu reden, so dass die Punkte. für di: 
OL Y ei ’ ) 


diese vier Differentialquolienten möglicher Weise nicht Null wären, keinen auch 
noch so kleinen Flächentheil stelig erfüllen können. Die Function a+ ei ha 
also. soweit sie in T’ stelig ist, nolhwendig einen constanten Werth, und 
sie den Bedingungen 1) gemäss in 7’ allenthalben stetig sein soll. in de: 
voanzen Fläche T’ denselben Werth. Man hat so den schon früher ausge- 
sprochenen 

Satz I. Eine in der Fläche T’ allenthalben einwerthige und stetige 
Function u+vi der complexen Variable c-+yi, deren Werthe in je zwei ent- 
sprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite der, von den 
heiden Seiten der Schnitte a, b, ce gebildeten Begrenzung der Fläche Ti 
der Weise verknüpft sind, dass allgemein (für v=1,?R,..., p) 


längsa,ju+tei) = A,(u+vi)”+A,, 
längsb, \(u-+ wi = B,(a+eij+B,, 
längse,(u-tei)* = (u+ei+4,, 


wobei die 2p Grössen A,, D, sämmtlich den Modul 1 besitzen, ist immer ein 
Constante, wenn die p Grössen I, Null sind und ferner von den 2p übrigen 
Constanten A,, D, all! die Constanten A,, die zu Indices v gehören, für di: 
gleichzeitig A, = !. B,=1 ist, ebenfalls den Werth Null haben. 


3. 

llaben die 2p Constanten A,, D, sämmtlich den Werth 1, so ver- 
wandelt sich der gefundene Salz in den folgenden speciellen, für die Theorie 
der Abelschen Integrale fundamentalen Satz: 

..Eine in der Fläche T’ allenthalben einwerthige und stetige Function 
wo = avi der complexen Variable z3= x-+yi, deren Werthe in je zwei ent- 
sprechenden Degrenzungspunkten in der Weise verknüpft sind, dass allgemein 

längsa,\o" = w”; längsb, jo" =w”+B,; längsce, |w* = w7; 


für v=1l, R, .... p. wobei es dahin gestellt bleibi, welche Werthe die y 





Constanten B, besitzen, ist immer eine Constante.““ 
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In anderer Fassung lässt sich dieser Satz auch so aussprechen: 

„Verschwinden bei einem, zur Fläche T’ gehörigen allenthalben end- 
lichen Abelschen Integrale (z. B. durch Variation der linear in ihm enthaltenen 
willkürlichen Constanten) die sämmtlichen p Periodieitätsmoduln A, für di 
Schnitte a,, so verschwinden gleichzeitig auch die sämmtlichen p Periodieitäls- 
moduln B, für die Schnitte b,, und das Integral selbst redueirt sich auf ein 
Constante.““ 

Nur wenn man diesen Satz zur Hülfe nimmt, lässt sich zeigen. dass 


es immer möglich ist, aus p gegebenen, zur Fläche T’ gehörigen linearun- 


abhängigen allenthalben endlichen Abelischen Inlegralen »’, w, .... w 
durch lineare Composition ein System von Integralen w,. w,. ‚,@, zu 


bilden, dadurch characterisirt,. dass allgemein der Periodieitätsmodul von 
für den Schnitt a, den Werth xi, für jeden der p—1 übrigen Schnitte « den 
Werth Null besitzt. Bezeichnet man nämlich den Periodieitätsmodul von 

für den Schnitt a,(v=1,2,..., p) durch AY, so wird es dann, aber auch 
nur dann möglich sein, die verlangten p Integrale w,,. w,, ...,. ®, zu bilden. 
und zwar in der Form 


u 9 m, a0) + my: wre. Mm, wr), 
1 2 j 
W = m,“ I m," IL ... + Mpy ww" r 


wenn es möglich ist, die p° Constanten m so zu bestimmen, dass die p Systeme 
von je p Gleichungen erfüllt werden, die aus dem Systeme 
Las 2 Alp 
0 ER M,ı A! ’+m„Al he. 4+m,, Al r 
0 = m, A+m,.AP+ + +m,, AP, 


ni = m. Ay’ +m»AP+--+m,,AY), 


l 2 ) 
0 m m, A} + Mm, AS + sr + M,, A, A 


successive hervorgehen, wenn man darin für » successive die Zahlen 


1,2,....p setzt und gleichzeitig ri in die linke Seite der ersten, zweiten, ..., 
p'°® Gleichung einrücken lässt, während jedes Mal alle p—1 übrigen linken 
Seiten den Werth Null haben. Bezeichnet man die Determinante der p’ 
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Grössen A in dem oben stehenden Systeme von p Gleichungen durch D, so 
würde für jedes v und « folgen 





M,. = = En 
9a) 

sobald bewiesen wäre, dass die Determinante D einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt. Ohne diesen Nachweis”) hat die letzte Formel keinen Sinn. 

Dass nun unter allen Umständen der Werth der Determinante D 
von Null verschieden ist, lässt sich mit Hülfe des oben ausgesprochenen 
Satzes wie folgt zeigen. Wäre D=0, so liessen sich für die p Grössen 
Ms Myan » ++. M,,n Immer p Werthe finden, die nicht sämmtlich Null, und 
die dem Systeme von p Gleichungen genügen würden, das aus dem Systeme 
S, entsteht, wenn auch in die linke Seite der ten Gleichung O statt nö ein- 
veführt wird. Der mit diesen Werthen gebildete Ausdruck 


vo, = mo" +m„w®-+...+m,,w®) 
wäre dann ein allenthalben endliches Integral, das für alle p Schnitte « den 
Periodieitätsmodul Null besässe, und folglich eine Constante. Es existirte 
also zwischen den p Funclionen ®", w®), ..., w'P) eine lineare Relation mit 
constanten Coellicienten, was gegen die ursprüngliche Voraussetzung, nach der 
diese p Functionen linearunabhängig sein sollen, verstossen würde. Die De- 
terminante D kann also nie Null sein, und folglich ist die Bestimmung der 


p Functionen @, @, ..., ®, den aulgestellten Bedingungen gemäss stets 
möglich. 
Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn w’, w®), ,.., w 


irgend ein System zur Fläche T’ gehöriger, allenthalben endlicher Abelscher 
Integrale bezeichnet, und diese Integrale linearunabhängig sind, dann auch 
immer gleichzeitig die p Systeme zusammengehöriger Periodieitätsmoduln, die 
dem Integralsysteme für die p Schnitte @,, a, ..., a, zukommen, linear- 
unabhängig sind. 


4. 


Eine complexe Function «-+es der Coordinaten z, y sei definirt durch 
die folgenden Bedingungen: 


*) Vergleiche: „Vorlesungen über Riemann’s Theorie der Abelschen Integrale von 
Carl Neumann pag. 435.“ und „Theorie der Abeischen Functionen von A. Clebsch und 
P. Gordan pag. 108.“ 
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1) In der ganzen Fläche T’ soll sie eine allenthalben einwerthige und 
stetige Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Dil- 





ou oO v © u O0 
ferentialgleichungen — = ——, -—— = — genügen. 
Or oy oy OX 
2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden re sollen 
in der Weise verknüpft sein, dass allgemein für v=1.2,...,p: 
längs a,|\a+ei) = A, (W - Se 
längs b,!(u+ei)' = B,(u+-ei)+B,, 


längs ec, gr: +4,, 
wobei über die 5» Constanten A,,B,, A,, B,, 4, Folgendes fest- 
gesetzt sei. Den 2» Grössen A,,B, sollen bestimmte Zahlwerthe zu- 
gelegt sein, deren Quadrate sämmtlich 1 sind. Für das irgend einem 
Index » entsprechende Factorenpaar A,, B, ist also eines der vier 
Werthepaare (1.1). (1.—1), (—1.1). (—1,—1) nach willkürlicher Wahl 
zulässig. Die reellen Theile der 2» Constanten A,, B, sollen sämmi- 
lich Null sein, während über die rein imaginären Theile dieser Con- 
stanten nichts festgesetzt sei. Dass zwischen den 5p Constanten 
immer die o+1 Relationen 
v=p 
24,=0, 4,=B,(A,-1)-4,(B,-1), #=1,2,...,P) 
als bestehend vorausgesetzt werden müssen, weiss man aus art. 1, indem 
sonst die aufgestellten Bedingungen keinenfalls verträglich wären. 
Man erkennt sofort, dass, wenn die 2p Grössen A,, B, sämmtlich den Werth 
i haben, jede willkürliche Constante O= c-+c,i, wenn die 2p Grössen da- 
gegen nicht sämmtlich den Werth 1 haben, jede rein imaginäre Constante 
’—= c,i als Function a+vi mit den ab Eigenschaften betrachtet werden 
kann; es erhält dann A, den Werth (1—A,)C, B, den Werth (1—-B5,)C, 
den Werth Null. Dass umgekehrt auch u Function #-+vi, die den oben 
aufgestelllen Bedingungen genügt, in der ganzen Fläche 7’ denselben Werth 
hat, also eine Constante ist, soll jetzt bewiesen werden. 
Zu dem Ende betrachte man er das Integral 


m = //\@ = +(5) [08 4, 


ausgedehnt über die ganze Fläche ”. den schon im art.2 angewandten 


Methoden und Schlussweisen erhält man 


+ A A ES 
T=f udv = E/ ju’do* —urder}, 
v— 
nr [a,; b,, c,]t 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 30 
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wobei das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal über die po- 
siiive Seite eines jeden der drei Schnitte a,, b 





c, von Anfang bis zu Ende 
in der Richtung der Pfeile auszudehnen ist, während «', «” die Werthe der 


v9 





Function a in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten. und de’, dv” die 
Aenderungen bezeichnen, die vo’ und ©” gleichzeitig erleiden, wenn man aul 
einem der Schnitte in der Richtung. die die Pfeile auf der positiven Seil 
desselben haben, sich fortbewegt. Berücksichtigt man nun, dass in Folge der 
Bedingungen 2) die 2p Grössen A,, D, stets reell sind, und dass in dem 
Falle aus der Relation 4,= B,(A,—1)—A,(B,—1) immer auch der reelle 
Theil von 4, sich gleich Null ergiebt, wenn, wie vorausgeselzt wurde, die 
reellen Theile von A,, D, Nuli sind, so ergeben sich fürv=1,2,...,.r 


die folgenden Gleichungen: 


längs a,!u" =A,u”, de’ = A,do”, uw'do' = urdo; 
länes b,jut =B,u”, do*=B,do”, u’do’ = u7do”; 
länes eo, Ju =”, de’ = dv, u'de* = u dv”. 


Diese Gleichungen zeigen, dass das hinter dem Summenzeichen stehende In- 
(eeral für jeden Index » den Werth Null hat, indem seine sämmtlichen Ele- 
mente verschwinden. In Folge dessen ist auch ZZ selbst Null und, nach ähn- 
lichen Schlüssen wie früher, «-+ei eine in der ganzen Fläche T’ constante 
Grösse Ü == e+cji, deren reeller Theil e immer Null sein muss. wenn nich! 
alle 2» Grössen A,, BD, den Werih 1 haben, während in alien Fällen der 
Werth ihres rein imaginären Theiles e,i durch die aulgestelllen Bedingungen 
in keiner Weise beeinflusst wird. Man hat so den folgenden 
Satz IH. Eine in der Fläche T’ allenthalben einwerthige und stetige 

Funelion u+ei der complexen Variable x+yi, deren Werthe in je zwei ent- 
sprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite der, von den beiden 
Seiten der Schnitte a,b, ec gebildeten Begrenzung der Fläche T’ in der Weise 
verknüpft sind, dass allgemein für v=1, 2, ..., p: 

längsa,\\u--ei)' = A,(u+vi) +A,, 

längs b, ||{u+ei)" = B,(u+ei)”+B,, 

längse, | u+ei)' = (utei) +J4,, 
wobei die 2p Grössen A,, D, Zahlwerthe besitzen, deren Quadrate sämmtlich 
1 sind, ist immer eine Constante, wenn die reellen Theile der 2p Constanten 
A,, B, und folglich auch die reellen Theile der p Constanten I, sämmtlich 


’ 


den Werth Null haben. 
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. 


Mit Hülfe dieses Resultates lässt sich aus dem. im art. 3 meiner lrühern 
\rbeit aufgestelllen Satze durch einfache Auflösung eines Systems linearer 
Gleichungen ein neuer Salz ableiten, der sich auf alle diejenigen Funetionen 
u+vi bezieht. die zu Gruppen gehören. deren Uharacteristiken aus nur reellen 
Grössen zusammengeselzt sind. Es sind dies diejenigen Gruppen. deren 
ner: Aa hervorgehen. wenn man 


[ ? 
En. 


F 
für die A und PB nur reelle Grössen mit dem Modu! 1 setzt. Da demnaelı 


Characterisliken aus dem Symbol 


für jede der 2p Grössen A,,. B, sowohl die Zahl -+1 wie die Zahl —I zu- 


lässig ist, so giebt es im Ganzen 2°” solcher Gruppen. Der erwähnte Satz. 
“ 


der speciell dem Gebiete der Functionen #-+ei, die diesen 2’ Gruppen an- 


nn 


gehören, eigenthümlich ist, insofern als ein analoger Salz für die, den übrigen 
(Gruppen angehörigen Funclionen «+ei nicht exislirt, mag Iheilweise hier 
noch eine Stelle finden. Für die allenthalben endlichen Funclionen ausoe- 
sprochen, lautet er wie folgt: 

„Nimmt man, den 2p Schnitten a, b, v=1,2,....p) entsprechend, 
ein System von 2p Grössen A,, DB, (vr=1.2R,....p). deren Quadrate sämmt- 
lich 1 sind, willkürlich an, wählt ausserdem 2p reelle Grössen A,,. B, 


7) 
7) 


v—1,2,....p), deren Werthe nur der einzigen Bedingung 


vp 
R.) = {B,, 7 Ey an, Ren) U 
zu gehorchen haben und im übrigen ganz beliebig angenommen werden dürfen, 
so existirt zu der Fläche T’ immer eine complexe Function u+vi der Üoor- 
dinaten x, y mit folgenden Eigenschaften : 
1) Die Function u+vi ist eine in der Fläche T allenthalben einwerthige 
und stetige Function des Ortes oder Punktes x, y, die in der ganzen 
Fläche T’' den Differentialgleichungen ud nn. men genügt 
Or oy’ oy OX 
2) Die Werthe von u-ei in je zwei entsprechenden Punkten auf der 
positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte 
a, b, ce gebildeten begrenzung der Fläche T’ sind in der Weise 
verknüpft, dass allgemein für v=1,2,..., p: 
längsa,\(u+tvi)' = A,(u+ei)+A,,+tiA,,, 
längs b, \u+vi)' = B,(u+ei) +B,,+tiB;,, 


längse, \u+vi)! = (utri) +4, ,ti4r,, 


wobei zwischen den 5p Constanten A,, B,, AA=A,+’A,, 


30 * 









Prym, Beweis zweier Sätze der Functionentheorie. 


B,=BuytiB,,, 4,=4,+i4,, #=1,2,...,p) die bekannten 
p+1 Relationen 














y= pP 


E24,=0, 4,=B,(A,-1)-A(B-1), v=1,2,..., p) 


vl 
stattfinden. 

3) Durch die bis jetzt erwähnten Eigenschaften (immer mit Rücksicht 
auf die vorher gemachten Annahmen, wonach also das System der 
2p Grössen A,, B, fixirt ist, und ausserdem die reellen Theile deı 
2p Constanten A,, B, der Relation (R.) gemäss, im übrigen aber 
willkürlich angenommen sind) ist die Function u-+ vi bestimmt bis 
auf eine additive Constante, die vollständig willkürlich bleibt, wenn 
alle A,, B, den Werth 1 haben, die dagegen nur rein imaginär 
sein kann, wenn nicht alle A,, B, den Werth 1 besitzen‘“. 


' u RES 
Für die allenthalben endlichen Functionen der Gruppe (, na) 


hat diesen Satz zuerst Riemann (A. F. 4. pag. 20) ausgesprochen. 


Düren, im September 1869. 
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Ueber die Bewegung eines Rotationskörpers ın 
einer Flüssigkeit. 
(Von Herrn @. Kirchhoff in lleidelberg.) 


I: ihrem Buche Treatise on natural philosophy, Oxford 1867, p. 264 
haben die Herren Thomson und Tait die Aufgabe behandelt, die Bewegung eines 
Rotationskörpers in einer Flüssigkeit zu bestimmen. Unter den Bedingungen, 
unter denen sie dieselbe gelöst haben, befindet sich auch die, dass der Körper 
um seine Rotationsaxe nicht rolirt und diese Axe in einer festen Ebene bleibt. 
Ich habe gefunden, dass die Aufgabe auch ohne diese Beschränkung lösbar 
ist und ebenso, wie unter derselben, auf elliptische Integrale führt. Das zu 
zeigen ist der Zweck dieser Abhandlung. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung sollen unter den folgenden 
Voraussetzungen abgeleitet werden: Ein starrer Körper von beliebiger Ge- 
stalt und beliebig vertheilter Masse befindet sich in einer incompressibeln. 
homogenen Flüssigkeit, die ausser durch seine Oberfläche durch eine im Un- 
endlichen liegende, geschlossene, feste Fläche begrenzt ist. Reibung findel 
in der Flüssigkeit nicht statt. Auf den Körper wirken Kräfte, welche ein 
Potential besitzen, das nur von der Lage des Körpers abhängig ist. Auf die 
Theile der Flüssigkeit wirken keine Kräfte. Wirbelbewegungen sind in der 
Flüssigkeit nicht vorhanden. Die Geschwindigkeiten ändern sich überall in 
derselben stetig mit den Coordinaten des Ortes; durch diese Annahme wird 
der Fall ausgeschlossen, dass von der Oberfläche des Körpers eine Fläche 


ausgeht, die — ähnlich der Oberfläche eines Strahles, der in gleichartiger 
Flüssigkeit sich bewegt — Theile der Flüssigkeit Irennt, die verschiedene 


Geschwindigkeiten haben. Endlich soll der Bewegungszustand des Systems aus 
dem Zustande der Ruhe durch Kräfte, die auf den Körper wirkten, hervor- 
gegangen sein; diese Annahme bildet eine Beschränkung der Aufgabe in dem 
Falle, dass der von der Flüssigkeit erfüllte Raum ein mehrfach zusammen- 
hängender ist, dass der Körper z. B. die Gestalt eines Ringes hat. 

Um die Integration der Differentialgleichungen, die unter diesen Vor- 
aussetzungen gelten, zu ermöglichen. wird dann weiter angenommen werden, 
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dass die Kräfte, die auf den Körper wirken, verschwinden, dass die Ober- 
fläche des Körpers eine Rotationslläche und die Vertheilung der Masse in ihn 
symmetrisch zur Rotationsaxe ist. 


8. 1. 


Die in Rede stehenden Differentialgleichungen sollen aus dem Hamilton- 
schen Prineipe entwickelt werden. Bezeichnet £2 das Potential der auf den 
Körper wirkenden Kräfte, T die lebendige Kraft des ganzen Systemes und 
’ die Zeil, so ist nach diesem: 


1.) IfQ+T)dt = 0. 


Es seien x, y, 3 die Coordinaten eines Punktes des Körpers in Bezug aui 
ein in diesem festes Coordinatensystem, &, n, © die Coordinaten desselben 


Punktes zur Zeit £ in Bezug auf ein im Raume festes Coordinatensystem, und 
es sei weiter: 

S = A+R,T+0RY+ 032, 

n = P+Pıe+Pay-+P32 
ytypıztpy+t732. 


Die 12 Grössen «, 5, 7 sind dann Functionen der Zeit. um deren Bestimmung 


97 
{ 
’ 


es sich handelt. Man setze ferner: 


nu da , d? Pl. 
er a ie a 
2 dy 
= ag tß: tr er 
da dß dy 


vw = 4; 


sa ce 

















a a; a dy, 
ee +7 dt ° 
ar de, | 2 dy, 
Iagtrhn tra 
- de, 2} dy, 
de Try 





d. h. man bezeichne durch «, vo, w die Geschwindigkeiten des Anfangspunktes 
der x, y, z nach den Richtungen der x, y, z und durch p, g, r die Drehungs- 
geschwindigkeiten des Körpers um die Axen der x, y, 3. Die lebendige Kraft 
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des Körpers ist dann eine homogene Funclion zweiten Grades von u, v, w, 
pr mit constanten Coefficienten; es soll gezeigt werden, dass unter den 
senannten Voraussetzungen auch die lebendige Kraft der Flüssigkeit eine ho- 
mogene Function zweiten Grades derselben Variabeln mit constanten Coelfli- 
cienten ist. 

Zu diesem Zwecke bezeichne man durch x, %, 3 die Coordinaten eines 
Punktes des zur Zeit Z von der Flüssigkeit eingenommenen Raumes in Bezug 
auf das im Körper feste Coordinatensystem bei der Lage, welche dieses zur 
Zeit t hat. Die Componenten der Geschwindigkeit, welche in diesem Punkte 


zur Zeit £ stattfindel, nach den Axen der x, y, » sind dann den gemachten 


oc O6 op x . 

Annahmen zufolge SE DE. go das Geschwindigkeitspotential be- 
OX Oy 0% 

deutet, und es ist dieses eine in dem ganzen Gebiete von x, y, 3 stlelige 


und eindeutige Function dieser Variabeln. die der Differentialgleichung 
tg 


m a - << u u >= en 
OXx oy 03 








genügt. Bedeutet N die Normale eines Flächenelementes, so ist ferner für 
alle Elemente der Fläche, welche die Flüssigkeit im Unendlichen begrenzi. 
Fi an; h u m OP | 
nd, und für jedes Element der Oberfläche des Körpers ist IN deı 
Componente der Geschwindigkeit des anliegenden Theiles des Körpers nach 
der Richtung von N. 

Ist die Bewegung des Körpers, d. h. sind «, ®, w, p, q, r gegeben, 
so ist hiernach, einem bekannten Satze gemäss, y bis auf eine willkürliche 
additive Constante bestimmt. Es ist also y, abgesehn von dieser Conslanten, 
eine Funclion von «, v, w, p, qg, r, und die lebendige Kraft der Flüssigkeit ist 
gleichfalls eine Function dieser sechs Variabeln.. Um nachzuweisen, dass die 
lebendige Kraft der Flüssigkeit eine homogene Function zweiten Grades ist. 
ist nur zu zeigen, dass g einer linearen homogenen Function der mehrfach 
genannten Grössen gleichgesetzt werden kann. Die Richtigkeit der letzten 
Behauptung aber zeigt die folgende Ueberlegung. 

Die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes des Körpers nach 


den Axen der &, „, & sind: 


also die nach den Axen der x, y, 2: 
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& dn d£ 
7 a rar 
dE dn dE 
EA - 
dn | dd 
ta tn ge 
oder 
| a4ry—q3, 
(2.) c+pP3—rt, 
‚w+qge—py, 
wie aus den Gleichungen folgt: 
dE da da, da, 
Te ar er Ei, T Pr 
in _ 4, Ad, A 
aaa di ° 
dd _ dr, A 2 Le 
Fe nr u a 


in Verbindung mit den Definitionsgleichungen von a, v, w, p, q, r und den 


Relationen, die zwischen «,, Pi» /ı» 


(ya (25 Yas ss Pr» Y; bestehen. 


Die 


Bedingung, der y an der Oberfläche des Körpers zu genügen hat, ist hiernach: 


dp 4 
dN 


(u+ry— gz) cos(N,x)+(oe+ps—rx)cos(N,y)+ (w+gae—py)cos(N,z 


Man erfüllt daher alle für % aufgestellten Forderungen, indem man 


(3.) 
setzt und die Functionen 9,, 9, »- 
den für 9 angegebenen Bedingungen genügt mit 


.„ @, so bestimmt, 


= up ttp temp tpyptgPpstrp 


dass jede von ihnen 
Ausnahme derjenigen, die 


sich auf die Oberfläche des Körpers bezieht, und dass für diese Oberfläche: 












op _ ) op, 
an” cos(N, &). AN 
; 6) ’ | ol 
(4.) Br = c0os(N, y). Ir 
ON = cos(N, 2), 


ist. Diese Functionen $,, Ps -.. 


gesetzt werden. Ferner sind 9,, %:, »»- 


=3c008(N, y) — 


ycos (N, 2), 


= xcos(N, 3)—zcos(N, x), 


Ti —= ycos(N,2)—xcos(N, y) 


f, sind unabhängig von u, ®, w, p, 9, ": 
es kann daher y einer linearen homogenen Function dieser Grössen gleich- 
(p, ausser von z, y, 3 ausschliess- 
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lich von der Gestail des Körpers abhängige. Daraus folst. dass die lebendive 
Kraft der Flüssiekeit eine homogene Funelion zweiten Grades von m. vr. ır. 
p,q, r ist, deren Coelficienten durch die Gestalt des Körpers und die Dichtig- 


keit der Flüssigkeit bestimmt sind. 


$. 2. 
Nach den gemachten Auseinanderselzuneen ist die in Gleichung 1 
mit T bezeichnete lebendige Kraft des Körpers und der Flüssigkeit eine 


(0- 


homogene Function zweiten Grades von «x, ve, w, p, g, ? mil conslanten 
> 


nd I ‘\ . 
unction der Goordinaten e, 9, % 


v 


effieienten; nach der Annalıme ist (2 eine F 
und der Cosinus @,, I. Yır Car rs Ya» %3» 95» Y5. Zwischen den 18 Variabeln. 
von welchen hiernach £2+T abhängt, bestehn 12 Bedingungsgleichungen. die 
6 Definitionsgleichungen für «, e, w, p, q,. r nämlich und die 6 Relationen 
zwischen den 9 Cosinus «,. /. .... Nach den Regeln der Varialionsreehnune 
hat man. um die Gleichung {1.) zu entwickeln, zu 2--T hinzuzufügen die 
mit unbestimmten Factoren multiplieirten Ausdrücke, welche den Bedingungs-- 
sleichungen zufolge gleich Null sein sollen, und, wenn 8 die so erhaltene 
Summe bedeutet, die Gleichung 


B: O/Sdt 


unter der Voraussetzung zu entwickeln, dass jene Variabeln und diese Factoren 
unabhängige Funclionen von £ sind. Die 18 Gleichungen, die man aus der 


Gleichung 
oS d/ 08 
os di „ds 
„a 


erhält, wenn man hier für s der Reihe nach jene 18 Variabeln setzt. bilden 
in Verbindung mit den 12 Bedingungsgleichungen die gesuchte Entwicklung. 

Die folgende Zusammenstellung giebt die Bedingungsgleichungen an 
und die entsprechenden Factoren, die eingeführt werden sollen. 


Bedingungsgleichungen. Factoren. 





da d d 
rn u U 
da  ,„ .dß dy = y 
1 a Sr Te Se An ’ 
da d d 
Hr ze " 
31 
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Bedingung .. ‚ungen. Factoren. 
da. „da 
U,— =-+/ }, Ps _ £) ec CN Es (0 P 
u - dt = 
da d? dy 
1 ! M u. | ‘4ı 
ern 7 
Zr Tr TEL T 1 x 
de dp, dy 
2 | .) v2 > 
“, ——rP 91, ——r = Ö R 
zz rPı Fr 
) 'w) ) r 
EEE ı=0 a han 
2 32 ) r 
+ PM +99 -1=0 4), 
3 +% +9 -1=0 m 
0,05+ Ps + Y2Y3 — 0 ah 
] I.) ] Ar Ay en 
030,7 P3Pı #37, — 0 hzı 3 
En > ) P P ur i ai 
0, Pıßr 7 Yıya = Ö hı2 = bay 


Daraus folgen diese 15 Gleichungen: 





oT oT 
- -— U — 2 
cu U, op z 
cT k © Tr 
—— = . = ) 
ov , g v, 
oT oT 
72 l k 
I — —( (es U+V+0,W). 
o82 d, 2. 2. a Zi 
o8 Ki; | ‚ y\ 
Pr m MÜU+rr: Y+7W). 





38 de da,  . 4 2 d | 
+U—-+R tut A202 t A303 nn 15 P)- 




















da, 
a, VER Bra = AO), 
+ UT HR +4 En +Ahıyıt Aufat ka: = Zi 73:0). 
= ıy e ıp = +4, + Ay 0a +/y0; = z (RR). 
= St P = ta Pat+ Aaßs er, A R). 


082 ‚ dy „.dy, | 


. d 
=r FTrE 41 ey + Ayıyıt Aayatisyı = 17). 
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ur 





02 da de ’ d 

’ | N 
Em +N nz .: Be zT 4z 0a Thy; Pr %P), 
- 3 
co dB d? h KR d 
WHO Hut ta = LP 
op, di lt dt 
02 dy d. d 
ee - W——- n- )- L. A, 44 14.1, en vr er m e 
OY; e dt ( ” "Wa Zus. : ZU 0 > ZB in 7 2 di / f Re" 


Die Werthe von U, Y, W, P, 0, R, welche die 6 ersten Gleichuneen veben. 
substituire man in die übrigen; die 3 folgenden erhalten dann unmittelbar eine 
zum weitern Gebrauche geeignete Form, während aus den 9 letzten noch die 


6 Grössen 4 eliminirt werden müssen. Jene 3 Gleiehunsen werden: 











d oT | BR‘, oT \ 02 
— (eo, +, — +0, —— -) — 
' dt Ou “ © roll: o@ 
BE au en 3 oß 
d ( 1 ARE DONE 5 WIR: 
mean Ay a ze u As > er N — _ 
a ee 
dt \' ou oo ''’ ow oy 


Die Grössen, die auf der rechten Seite der Gleichheilszeichen hier stehen. sind 
die Summen der Componenten der auf den Körper wirkenden Kräfte nach 
den Axen der 5, n,C. 

Multiplieirt man die Gleichungen /5”.) 


mit &, oder mit «, oder mit eo, 


M 4 > 
2 " er. © > ( 
PER As PER PR Ay > PER Ay 

/! /? /3 


und addirt sie jedesmal, so erhält man bei Rücksicht auf die Gleichungen. die 
zwischen diesen 9 Cosinus und den Grössen p, q, r bestehen: 


























d oT OT eT, 9 .,.,982. 988 

ee = Ga ll — 2. :4 [04 - 2 I —- N — 
dt ou 1 ou ov® | 0a a oF rg: 

a, [4 oT OT OT RR, OR 

I.) = u 42 iA szT7 

i ı dt oo cu F ow Dave; B d or s 

d oT oT oT _ Oo, 08. o2 
— o— = D——-01—— +08, — +0; -otY% 

dt ow PP ou Euer ii” 


Die erwähnte Elimination der Grössen A aus den 9 Gleichungen, in denen 
diese vorkommen, kann man bewirken, indem man die Gleichungen 
mit 0 oder mit —y, oder mi P, 


- yı - ..- 0 - 0.0... 
-.—Pı | .- a, - - 0 
31” 
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mil 0 oder mit —, oder mit  P:; 
» m = - 0 Er 
- — Dr _ - 0, - _ 0 
= 0 = e . P3 
_ y 3 _ _ 0 - _ —(; 
- - = - 0; - .- 0 


multiplieirt und jedesmal addirt. Setzt man der Kürze wegen 
OR ,oR IR OR IR 5,98 9,8 
T 3 
































: — 1 A + a a a — Ar 
fi & n f 7 | Z 31 n 2 ” e E23 
; c $ oY r op, O7, "6 ß; ah Oyr di op, Or; 
08 08 082 os O8 oR 082 oR 
NM, = ea —- -Y—- u — Na er 03 n3—+%=-- —- 72: 
£ OY 10204 oY, 00, OY3 04, 
1. R_,R 5 52 Pi an OR oR oR 
ji — [ ) ee.” ER [84 ) I r / | Be, a O| 2 N N 2 5 — 162 na B= { 3 a‘ N TEE Ö 3 2 © 
oa 07 oa, op, 00, op, ca, op, 


d. h. bezeichnet man durch M;, M,, M; die Drehungsmomente der auf den 


n? 
Körper wirkenden Kräfte in Bezug auf die Axen der S, », T; nimmt man ferner 
an, dass die Axen der x, y, s durch Drehung den Axen der S, n, { parallel 


vemacht werden können. so dass 


m] u / 78 on . 
e, u  F —P3Y2; Pi = es Va OL, Yı = (0/3 G3 [91% 
% = HN —-PıY I, = Y30, —YıÜ Y= Pd —aıß 
‘2 I’3yı „1733 Pı=Y: l yı x} 4 as 3/41 1j”39 
0; 2 Pıyfı— 27 I 9 P; — Yıa 7720153 4 De 0, — %P, 


ist, so erhält man auf dem angegebenen Wege nach einigen Transformationen 
und bei Rücksicht auf die Gleichungen (5“.): 












































) a \ oT ur u MR oT f >. . oT 
l \H7 TU nr (723 —„2P) do TuUs2”74 SZ | u 
Bo. ’ == Mr, 
| dt a oT | 2 oT | e OT | e 
A de 8 
"cp "7 IE 
oT © oT 
Ra \ d \ BER R Th ef ov ine) ow 
‚6 .) Pr} \ 97 oT IT == M,; 
6) 2 © 
| + Pı- op TPp og rp or } 
F er cT oT ı 
| ’ Ne a + — Pre) — dr +9 —P;0) Em 
_ = M.. 
| dt 1 r“ oeT 1 cT j 
uf op 7? eq 737 


Die Elimination der Grössen A aus den 9 Gleichungen, in denen sie vor- 
kommen, lässt sich auch dadurch erreichen, dass man diese Gleichungen 
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dcT 
dt op 





dcT 
66 dt og 



































mit 0 oder mit —a, oder mit & 
/ /) 
_ (d, — _ 0 _ - -.—0, 
- B- -0--- 
une Eh 
-  .-M - - ı -  - 0 
m —; ” u. Pı BR un 0 
- —-n - _ yı - _ #) 
multiplieirt und jedesmal addirt; dadurch erhält man: 
cT ER . cT cT 
= ——-wW— +94 —- r— 
ow cv or og 
RR AR, AM 
+.-——0; — TPa u +Y: - 2 
"oc, oa, "op, "op, oY 
ER: FE ; BEE. 
= —-uU——-+r ——- P — 
ou ow op or 
7 08 oR 3 02 F 08 o8 
1 — 0 — —- —- Io +%: 
. oa, oa, LE "op, op, ‘ oy, 
oT oT oT oT 
= uU ——v -+P =-—- d>- 
cv ou og op 
a 8. 4 oe °,0908, 08 
4 —— — I — ——h+Yı: 
a ou" di 0, "OB, Toy, 
$. 3. 
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Es soll jetzt die Annahme eingeführt werden, dass keine Kräfte auf 
den Körper wirken, das Potential (2 also gleich Null gesetzt werden kann. Die 
Gleichungen (5°.) und (6°.) nehmen dann die folgende, einfache Gestalt an: 


(7) 























ar _ ST_, 
dt ou ru ar "7 

det oT oT 

d &o ou ow ’ 

7, GEHE: ER... 
| ao ?% ou’ 

a Ma ars 
d op cd 00 or ag 
dor _  — oT oT oT 
dt og ar ed: a Or’ 
“er __ or ua „or 
ar u 
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lan findet 3 allgemeine Integrale dieser Gleichungen, indem man sie 






































. “ >T [ Ö e 
mit # oder mil oder mit —— 
Op 
r oT oT 
or og 
cT cT 
- U -.-  - et, 
OW or 
cT 
gi P E . 0 ” 3 OU 
| cT 
- (- - I - - — 
Oo? 
cT 
- 1 - - dd —- rn. 
Oo 
multiplieirt und jedesmal addirt. 
Erwägt man, dass 
oT oT D oT oT 
2T = u— +0 — +w +n — Kr 
cu r od ow +23 op „+4 og | or 
und 
dT 0oTdu, oT de. SE cT Gr cT ap, ST o1 oT dr 
dt oudt! ©» dt! Owdt " Opdt ' ogdi' Or di 


ist. so ergiebt das erste Faktorensystem: 


ST = LE; 


die beiden andern ergeben: 


8.) | HE) + () =M, 


oT ST | AT oT | oT _N 


cu ©p ov og dw oı 








wo 2. M, N willkürliche Constanten bedeuten. 
6 andere Integralgleichungen des vorliegenden Problems erhält man 
aus den Gleichungen (5°) und (6°). Setzt man in diesen der eingeführten 


Voraussetzung gemäss 








oeR 08 oR M., u 


00’ 08°’ 0’ de 


M; 


gleich Null, so folgt aus ihnen: 








oT er; oT 








N 
4 +9 —+0-— =A, 
| ı ou In I T w 
7 Al ' nm 
c z oe Ye ,. — . 
a i OU J OD OW 
nm Zu m 
y O 
‚ıou ' f* &ı „> oWw 
rm rm L) 
ol ol | 
Oo, u Ta [04 a ac 1 Ol as A 7 ‚—yB. 
op» ü ogq ol 
nm nm nm 
© ® o1 
10 \ je) ) ” f ] D -vÄ EDER ( 
| Op l 04 . or d 
oT oT oT 
| Y ee ee n= nv, — Si: I -- oB PA. 
© Ban Dr nr 22° 


wo A, B, 6. 4, B, I’ willkürliche Constanten bezeichnen. 
Die beiden letzten der Gleichungen /8.) sind Folgen der Gleichungen 
9.) und (10.). und die Constanten M und N sind durch die 


A, B, C, 4, 5, I’ ausdrückbar. Quadrirt man nämlich die Gleichungen 
mit den Gleichungen 


Consianlen 


9. 


und addir! sie, multiplicirt man dann die Gleichungen (9. 
(10.) und addirt sie wieder, so erhält man bei Rücksicht auf die Gleichungen (|. 


A2+B+CO=-M, 


(11.) 
'A4+Bb+C!=N. 


g.A. 


Bevor vereinfachende Voraussetzungen in Bezug auf die Gestalt des 


Körpers und die Vertheilung der Masse in ihm eingeführt werden, möge 
eine parliculäre Lösung der vorliegenden Differentialgleichungen angelühr! 
werden, welche unter denselben Annahmen gilt, als die im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten Gleichungen. 

Die Gleichungen (7.) erfüllt man, wenn man p=0, g=0,r=0 und 
a, v, w gleich Constanten seizt, deren Verhältnisse man passend bestimmt. 
nämlich so, dass 

oT oT oT 


ou oo" ©w 





uv.Ww = 


ist. Erwägt man, dass, wenn p, q,r verschwinden, T eine homogene Function 
weilen Grades von u, v, w wird, und zwar eine, die stets positiv bleibt. 
s0 sieht man, dass die Bestimmung der Verhältnisse «:e:w übereinkomm! 
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mit der Bestimmung der Hauptaxen eines gewissen Ellipsoids. Es folgt daraus 
mit Leichtigkeit, dass es für jeden Körper 3, und im Allgemeinen »ur 3, auf 
einander senkrechte Richtungen giebt, in denen er ohne sich zu drehen jn 


der Flüssigkeit fortschreiten kann. 

Die Zahl der Constanten, die in dem Ausdrucke von T vorkommen, 
ist im Allgemeinen 21; es soll jetzt untersucht werden, wie diese Zahl sich 
verringert, wenn der Körper gewisse Symmelrieen darbietet. Dabei soll zu- 
erst der Theil von T ins Auge gelasst werden, den die lebendige Kraft der 
Flüssigkeit bildet. Das Doppelte dieser lebendigen Kraft setze man 

—= 4,0 + Ra,uo + 2a, uw-+ 2a ,up-+ 2a ,ug + 2a ur 
+ 459 + Rasyew + 2a,0p-+ 2a,vgq + 2a,or 
a 5 27 Fr re 


Dieser Ausdruck ist dann, wenn die Dichtigkeit der Flüssigkeit durch vo 


= ST azaras IH HH): 


über den Raum auszudehnen ist, den die Flüssigkeit zur 


bezeichnet wird. 





wo die Integration 
Zeit t erfüllt, und y die in $. 1 besprochene Function von x, y, 3 bedeutet. 


m 


Substituirt man hier für y den in Gleichung (3.) angegebenen Werth. so 
man für die Coefficienten a die folgenden Ausdrücke: 


fire X) 


u # (/fdxdyds Fa +9 O9 ı En 


findel 





or COX oy oy 03 0% 


oder auch, wenn dS ein Element der Oberfläche des Körpers und N die nach 
dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale desselben bedeutet: 


. op, 
(a = 0 as, U, 


12. ’ 
(12.) Pe “A fe 


Es werde nun angenommen, dass die Oberfläche des Körpers sym- 
melrisch in Bezug auf die xz-Ebene ist, d.h. dass, wenn x, y, z die Coor- 
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dinaten eines Punktes derselben sind. sie auch den Punkt x, —y, z enthält. 
Zwei Punkte, wie diese, sollen entsprechende Punkte genannt werden. In 
zwei entsprechenden Punkten der Oberfläche haben dann. den Gleichungen 
op, op, 9; 7, 99, 04 
y° —-. eleiche und — it, 
oN’ oON’ ON * oN’ ON oN 
Werthe. Daraus folgt, dass in irgend zwei entsprechenden Punkten des von 


enlgegengesetzte 





(4.) zufolge. 


der Flüssigkeit erfüllten Raumes. also auch in zwei entsprechenden Punkten 
der Oberfläche des Körpers, ,, %s» %s gleiche und p,, %,, %,, bei passender 
Bestimmung der in ihnen vorkommenden additiven Constanten, entgegenge- 
setzte Werthe haben, und daraus ergiebt sich weiter, bei Rücksicht auf die 
Gleichungen (12.), dass diejenigen a verschwinden, bei denen eix Index der 
Reihe 1. 3, 5, der andere der Reihe 2, 4, 6 angehört. 

Die doppelte lebendige Kraft des Körpers ist, wenn dm ein Element 
seiner Masse bezeichnet, das die Coordinaten x, y, z besitzt. in Folge der 
Bedeutung der Ausdrücke (2.): 

== Jam (utry—qg2) + (e+pz—rr)+(w+gr—py) 
oder 
— / dm | +0+ 0 + (y+z)p +2 +2) + (a +y’)r 
+22 (wg—er)+2y(ur— wp)+2z(vp— ug) 
— 2yzgr — 2zerp — 2zypg); 
ist die Vertheilung der Masse symmetrisch zur xz-Ebene, so verschwinden 
hier diejenigen Glieder, welche die Factoren 
ur—wp, gr, pgq 
enthalten. Setzt man jenen Ausdruck allgemein 
— buw@+r2b,uo + 2b zuw + 2baup+:-: 
+ 550° + 25300 + "Hr rennen. 


... . .. nn. rn. nettes 


so verschwinden daher, sobald die Masse symmetrisch zur zz2-Ebene ver- 
theilt ist, diejenigen b, bei denen ein Index der Reihe 1, 3. 5. der andere 
der Reihe 2, 4, 6 angehört. 
Daraus folgt, dass, wenn man allgemein 
2T = c,a’+?2c,uc +2e,uw+ 2cyup+ 


u. Cd +2,00 + Pe ee 
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setz!. diejenigen ce gleich Null sind, bei denen ein Index der Reihe 1, 3, 5. 
der andere der Reihe 2, 4, 6 angehört, falls der Körper, sowohl in Bezug 
auf seine Gestalt, als in Bezug auf die Vertheilung der Masse in ihm, symme- 
trisch zur x3- Ebene ist. 

Findet eine solche Symmetrie in Bezug auf die yc-Ebene oder die 
zy-Ebene statt, so treten an Stelle der Reihen 1, 3, 5 und 2, 4, 6 die 
teilen 2, 1, 6 und 3, 5, 4 oder die Reihen 3, 2, 4 und 1, 6, 95. 

Ist der Körper symmetrisch in Bezug auf die drei Coordinatenebenen. 
so enthält hiernach der Ausdruck von 2T nur die Quadrate von u, ®, w, pP, g;r. 

Es soll nun angenommen werden, dass der Körper der Gestalt und 
der Vertheilung der Masse nach ein Rotationskörper ist. dessen Axe mit der 
r-Axe zusammenlfällt. Es findet dann Symmetrie in Bezug auf die zy-Ebene 


und in Bezug auf die «@z-Ebene statt, und daher ist 


2T = Cut + 6304 05W + Cap + Cs + Cr 
+20,or +20; 1. 
Zwischen den hier vorkommenden Constanten bestehen aber noch einige Be- 
ziehungen. Um diese zu finden, führe man neben dem System der x, y, : 
noch ein zweites im Körper festes Coordinatensystem, das der x’, y', = ein; 
in Bezug aul dieses sollen «', vo’, w, p', q, r, Cus Ca, -.. dieselbe Be- 
deutung haben. wie «a, v, @, P, Q, ?, Cu» Ca, -.. in Bezug auf jenes. Die 
beiden Coordinatensysteme sollen denselben Anfangspunkt und dieselbe z-Axe 
haben, so dass, wenn x,y,3 und x, y',3', sich auf denselben Punkt beziehen: 


1 


zäg, 
y= ycos9+3'sind, 
3 = —y' sin®-+3'cosY 
ist. Wegen der Bedeutung der Ausdrücke (2.) bestehen dann die Gleichungen: 
u+-ry—gz = u+ry—gz, 
ve+ps—re = (v+p3—rx)cos9$+(w-+gxc'—p’y')sind, 
o+ge—py = —(v+p'3’—r'r')sind + (w'+g'z'—p'y')cos9, 


aus welchen folgt: 


' 


' 
u=zu, pP; 
v= vcosd+w'sind, q= geosd-+r'sind, 
vo = — vo’ sind+w' cos, r=—g'sind+r'cos9. 











E23 
P- 
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Eine Symmetrie, wie in Bezug auf die @y- und xz-KEbenen besteht 

auch in Bezug auf die x’y'- und z’z’-Ebenen; es ist daher auch 
ZT = cu +20 +63w +c,p +csg + cur 
+2c„er+2c,w'g. 
Setzt man die beiden Ausdrücke von 2T einander eleich und drückt die 
Grössen 4, ©, @, p, q, r durch «, e', w', p', q, r' aus, so erhält man durch 
Vergleichung der Coelfficienten der entsprechenden Glieder: 
2 > Cl, 050 Curl 0 
und Gleichungen, die aussagen, dass die Grössen ec’ den entsprechenden 
Grössen ce gleich sind. Hiernach ist 
2T = cuW+cy(0 +Ww)+c,p’+cs(g+r)+2cy (er — wg). 

Dieser Ausdruck lässt noch eine Vereinfachung zu durch eine passende 
Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten auf der z-Axe. Um das zu zeigen. 
führe man, ähnlich wie oben, neben dem Coordinatensystem der x, y, 3 ein 
zweites, das der x’, y', 3 ein, das so gewählt sein soll, dass für jeden Punkt 


ze=rta, y=y, 3-3 

ist. Bei einer ähnlichen Bezeichnung, wie sie oben gebraucht ist, hat man dann: 
u+try—g3 = u+ry—gz», 
e+p2—rı = v+pr-rr, 
w+ge-py = w+ga—py, 


\ 


also 
um, p=p; 
e=v+ra, 1=1; 
vw = w—gqga, r=r 
und 


CıW+C. (v° +w')+ Cap + 05 (q’ 7 r”) +2c„(er—wg, 
= CM +c3(o+w") + cap" +es;/g"+r")+2ch[er—wg‘). 
woraus folgt: 
Cı = En = ER Bar 3 Bas 
5 = 05 — CHA + Ca, 
4 = 05 — En. 
Hieraus geht hervor, dass, wenn der Anfangspunkt der x’ beliebig gewählt 
ist, a so bestimmt werden kann, dass 


= 0, 
32 * 
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also 
(18 ) 2T = cuW+CH (0’+ w) + c4p’+ C;; (g+ r‘) 
wird. 

Es möge bemerkt werden, dass diese Gleichung, wie aus ihrer Her- 
leitung ersichtlich ist, auch gilt, wenn der Körper kein Rotationskörper ist, 
sobald er nur symmetrisch ist in Bezug auf zwei oder mehr Paare aufeinander 
senkrechter Ebenen, die durch die e-Axe gehn; was z.B. bei einem homo- 
genen, geraden Prisma oder einer solchen Pyramide von quadratischem oder 
regelmässig sechseckigem Querschnitt bei passender Wahl der x- Axe statt- 
finde. Auch für solche Fälle werden also die Folgerungen gelten, die an 
die Gleichung (13.) geknüpft werden sollen. 


S. 6. 


Den durch die Gleichung (13.) bestimmten Werth von T denke man 
sich nun in die Gleichungen (7.) substituirt. Die vierte von diesen wird dann: 





dp 
a = 0 d.h. p= const.; 
die andern werden: 
du 
— „(er — wg), 
dv 
Ga 7 cur — CHWPp, 
14 dio 
14.) Ga” Aa — C1UQ + CnoPp, 
dq ’ ‚ 
Cs = (Cu eR)uw+ (Cu 5) Pr, 
dr * 
Es 7,7 (Cn— C2) Wv — (Cy— Cs5) PT- 


An Stelle der Variabeln vo, w, q, r sollen hier neue s, 0, , w eingeführ! 
werden. so dass 
®=8C05Y, q= 0008(p+Y), 
(15.) 
w=ssingy, r=osin(p+vy), 
also 
e+wW’=s‘, g+r=0, 


eq+twr = 80c0SY, 


er—wgq = sosiny 
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Die erste der Gleichungen (14.) wird dann: 


: du i 
16.) cu = — nsosiny, 


ist. 


und, da 
Sdy = - wde+todw 


ist, so folgt aus der zweiten und dritten: 
d 
(17.) ar =— — 1 008 Y+ Cap. 


Die drei Integralgleichungen (8.) werden: 
| CıW-+ Ca + Cup’+ 050 = L, 





18.) WW + ch = Mi, 
da de = [N 
oder 
s = yvf-fW, 
(19.) o= yg-gu, 
socoswy = h-—hu, 


wenn f, 9, h, f', g’, Ah Constanten bedeuten, die in gewisser Weise von 
L, M, N, p und den Grössen ce abhängen. Hieraus folgt: 

sosiny = Yf-fW)(g-gJw)—(h—hu); 
die Gleichungen (16.) und (17.) geben daher: 























du 
20. C„d= —c, — 
ae Yo) gu)—(h—Nu)’ 
und 
cadp = Cu culk—Muw)—c,p(f—fu) 
F-fuW)yf—- fu’) (g—gu’)— (h—h’u)’ 


Diese beiden Gleichungen erlauben £ und y durch elliptische Integrale 
als Functionen von « darzustellen und und g mit Hülfe elliptischer Functionen 
durch £ auszudrücken. Ist das geschehen, so kann man durch Benutzung 
von (19.) und (15.) alle in (14.) vorkommenden Unbekannten als Functionen 


von £ darstellen. 


$. 7. 
Hat man bei einer beliebigen Gestalt des in der Flüssigkeit bewegten 
Körpers u, e, w, p, g, r durch die Gleichungen (7.) als Functionen von t be- 
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stimmt. so erfordert die Berechnung der eigentlichen Unbekannten des Problems. 
nämlich der Coordinaten «@, A, y und der Cosinus &,, Pi» Yıs &» Pa. Zn 
%;. 93, Y; Immer nur die Ausführung von Quadraturen. 

Von den willkürlichen Constanten A, B, C, die in den Gleichunsen 
9.) vorkommen, kann man zwei, etwa B und C, gleich Null setzen, ohne die 
Allgemeinheit der betrachteten Bewegung zu beeinträchtigen; man verfüg! 


dadurch nur über die Richtung der 5-Axe. Betrachtet man nämlich 


cu 
cT oT ‘ i 40 / 
30° Im als die Componenten einer Geschwindigkeit nach den Axen der x, y. z. 
so zeigen die Gleichungen (9.), dass die Componenten dieser Geschwindigkei! 
nach den Axen der S, 7, { den Constanten A, B, C gleich sind; giebt man 
der 5-Axe die Richtung dieser Geschwindigkeit, so wird B=0 und C -0 
Zugleich wird nach (11.): 

A’ = M. 
Multiplicirt man nach dieser Festsetzung die Gleichungen (9.) 
mit o, oder mit «&, oder mit «, 


Pi Pr ßP; 

71 7? 73 
und addirt sie jedesmal, so erhält man: 

10T 1 oT 1cT 


En Ds. ae Z/EE, 
u A ou’ . A ©’ ’ A Ow 


Um für die übrigen Cosinus Ausdrücke zu finden, setze man: 


& = cos6, 

or, = —sin®$sin®, 

= cos$sin®, 

Pı = sin sind, 

Pr = cos$bcos ?+sindsin Fcosd$, 
Ps; = sin$bcos?—cos#sin Fcos$, 
yı = — cos ?sin6, 

Yy = cosbsin F—-sin®$ cos Fcosd, 


793 = sin$sin ?+cos#cos Fcos®. 


Die Winkel 9 und & sind dann aus den Werthen von «,, &, c, zu be- 
stimmen, und es bleibt nur 7 zu ermitteln. Man hat aber 


ß, 
„= —- 
ig 7, 











ns, 


en f 


eit 


an 
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und, nach den Definitionsgleichungen von p, q, r 


dp, dy, 
= = Pq—Par, TH eng-Nr; 


mit Hülfe hiervon findet man: 





daB [,g+e;r 
ww: a,-ra} 
oder en 
Ö Oo 
dw "dv mr ow 


A 


TH 


Zur Bestimmung der Coordinaten $ und y führen die Gleichungen (1V0.). 
Die beiden letzten von diesen geben, wenn man die in ihnen vorkommenden 
Constanten B und /' gleich Null setzt, was darauf hinauskommt, dass man 


über die Lage der 5- Axe Bew 


= A 75 Op +5 öq + 3 m) 
6. oT 
-4(ng+ 1299,17 3) 
Die erste der Gleichungen (10.) führt auf z letzte der Gleichungen (®.) 
zurück. Die Ordinate « endlich ergiebt sich aus der Gleichung 


da 
dit 











= U GO+ RW 
oder 
da oT oT 
(22.) a” 4w: en T® oz.) 
In dem im vorigen Paragraphen behandelten Falle, dass der Körper ein 
Rotationskörper ist, kann man setzen: 





1 ‚ 
cosd = 7 Cu, sind = -—0n8, 
? = +9; 
die Gleichung (21.) wird: 
a __4 h—-Hu 
di  f-fwW’ 


die Gleichung (22.): 
da 


I Rn 
di en 7 (enft+ (eu caf')w) 
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oder. da nach (18.) und (19.): 








A’ c, 
f= ru f - r s 
| da Ar u’ 
y u ie: ae BER PR Yan’ 
(23.) dt — Ca \d Cjı (Cu Ca) Tr) 


Führt man nun für dt den aus (20.) sich ergebenden Werth ein. so erhäll 
man auch # und « als elliptische Integrale durch « ausgedrückt. 


S. 8. 


Lässt man die Constanten % und %’, die durch die Gleichungen (19.) ein- 
geführt sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Constanten p und N ver- 
schwinden, so gelangt man zu dem, im Eingange angeführten, von den Herren 
Thomson und Tait behandelten Falle. Es wird dann Y einer willkürlichen Con- 
stanten gleich; setzt man diese gleich Null, d.h. verfügt man bei gegebener An- 
fangsbewegung in gewisser Weise über die Richtung der y-Axe, so wird 
zn. 

2 


Ferner wird auch 7 gleich einer willkürlichen Constanten; macht man diese 


vw—=(, q=0, bb — 


gleich > indem man die Richtung der 7-Axe passend wählt, so hat man: 


%= C0s6, Pı = sin®, y=0, 
= —sin6, Pr = c0s®, Y=(, 
=, B=0, y»=1, 
1 z 1 
csd=— Cu, sind = —— CP. 
Endlich findet man 
1 
v=0, P=-76srt, 


während « aus Gleichung (23.) zu berechnen ist. 

Es hat keine Schwierigkeit für diesen Fall die in den beiden vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Gleichungen weiter zu discutiren und durch sie die 
Unbekannten des Problems als elliptische Functionen der Zeit auszudrücken. 
Einfacher aber gelangt man zu demselben Ziele durch Betrachtungen, die sich 
an die Differentialgleichungen knüpfen, die in diesem Falle gelten. 

Setzt man in den Gleichungen (14.) 


v—=(, p=. g=0, 
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RE 
E "5 
BY; 


so werden sie: 


du 
na = een, 
lv 
Co dt Cı ur. 
dr | 
C5; Aue CC») Wuv. 


Vereleicht man dieselben mit den identischen Gleichungen: 


dsinamät ‚ . 
— oo ‚,cosamit .Samıl. 











lt 
deosamÄt 1 r ; 
— /snam/t Jam/t. 
dt 
dJamst rc ’ 
——R — /z sınamitcosam/lf, 
{ 


in denen 2 den Modul der elliptischen Functionen bedeule!, so sieht man. dass 
hei passender Wahl des Anfangspunktes der Zeit die Grössen x, ®, r die Werthe 
/sinamif, mcosamif, nJamit 


annehmen müssen, wenn die Constanten passend bestimmt werden. Diese 
Werthe können unter jene Grössen so vertheilt werden, dass alle Constanten 
reell sind und # ein echter Bruch ist. Um das zu bewirken, gehe man von 
den Gleichungen 

Cu +cn0+csr = LZ, 

cu +60 : M 
aus. in welche sich durch die jelzt eingeführten Annahmen die Gleichungen 
18.) verwandeln. und welche Integrale der jetzt vorliegenden Differential- 
gleichungen sind. Bedenkt ınan, dass, wenn die genannte Absicht erreicht ist. 
cos’am und Z’am abnehmen, wenn sin’am wächst, so folgt aus der zweiten 
von diesen Gleichungen, dass eine von den beiden Grössen # und e durch 
sinam ausgedrückt werden muss, weil ihr zufolge «' und v’ in entgegengeselzten: 


Sinne sich gleichzeitig ändern. Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich 


Cı Ca —CH)W + CaCzr — ÜGonst. 
24.) und 
C3(Cı—-C»)O + CıC;r = Üonst. 


Da nun €, Ca, C;, posilive Grössen sind, so folgt aus derselben Eigenschaft 
der in Rede stehenden elliptischen Functionen, dass # durch sinam ausgedrückt 
werden muss, wenn GC; > C,., und ®, wenn c,, _ c. ist. Jeder dieser beiden 


Fälle theilt sich wieder in zwei. 
Journal für Mathematik Bd. LXXL Heft 3. 33 
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Ist « durch sinam ausgedrückt, also e,, > c,,,. so kann ® durch cosam 





und r durch ‚Jam auszudrücken sein oder umgekehrt. Maassgebend ist dabei, 
dass cos am für gewisse Werthe des reellen Arguments verschwindet, an 
aber nicht. Bezeichnen e, und r, die Werthe, die e und r zu einer beliebis 
gewählten Zeil besilzen, so ist nach (24. 
- 63 (Ca — Cn)V + Cult = — (3 (en —Cu)di + Cult. 

Es kann hiernach ©° verschwinden und r kann nicht verschwinden, sobald 
der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung positiv ist; das Um- 
gekehrte findet stati, sobald dieser Ausdruck negativ ist: im ersten Falle ist r. 
im zweiten r durch cosam auszudrücken. 

Eine ähnliche Betrachtung ist auf den Fall, dass e,, > e,, ist. anwendbar 

Es sollen für die vier Fälle. die hiernach zu unterscheiden sind. die 
Formeln angegeben werden, welche die Unbekannten des Problems in reeller 
Form als Functionen der Zeit darstellen. Dabei sollen durch «,. ©. ?u die 
\Werthe von a, e, w für £=0 bezeichnet werden. Eine von den Grössen 
4. ©, ist dann Null. die andere und r,, sind den Grössen m, r gleich, da. wenn 
das Argument verschwindel, sinam = 0 und cosam = Jam =1 ist. 








Fall ı. 
Wenn ec» > ec, und C,C5r? > Ca (Ca —C1,)®ı, SO Ist 
, C,„d,r 
u = IsinamÄt, a , 
. C; Ir, 
0 == U,Ccos am Il, C»0%, = — ce u > 
: C,—c,,)lv 
r=r,Jamäl, C;r, = _ en Pr} . 
> „2 
2 32 (C, — c,)d, 


” 2 ’ 
c l C,; r, 


Ts 





am 
bei, 
am 


bie 


je 


er 


"N 


N 
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en 


Eu / I amudu 
r 


und « =0 für 2-0 angenommen ist. 


Fall 2. 








Wenn c,, > c,, und CC» — Cu1)®} > CuClzr}, so ist: 
„—- Isinamit, al =-% r Ei, 
e—=v,Jamit, U= u . 

r = r,cosamät, GN — nn dv i 
z r 6,6; ns ö 








y vu Br. 
— rg 
& 
ö u: 
l — R- —-ÜÖyg 


A = (20, 














* Flüssigkeit. 








cos# = —zsinamÄl, sind = — Jamät, 
| Bu; 
P= --— cosamil, 
C,,d, 
/ u 7 Co —C . 
M = y 7 22 55 (a au Eu ): 
C,\0% — u) 0 
Fall 3. 
Wenn e,, > c» und C»C,r} > Cı(Cı—Ca)u, So ist 
j Ouir, 
u = u,cosam Kl, C, U, — u 
c,‚ur 
. - En | as. nl 
e — IsinamÄt, et, 
(c,, — |) u, 4 
"= r,„dJamät, 51T, = 12° 
h % 
u 
Be C; (CL, —0,)%, 
” — 2 I 
(2,6;; rn, 


33 * 


»)> 


u % 


N) 
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C 








nn 
ar C32 ar 
Ä= Olli 
6 = —amit, 
BB = ee Iamit, 
0 Eu Ca: 55 ven he Ei)! 
Fall 4. 


Wenn ec, > cz» und c,(C,— C»)%U > (2611, SO ist 








. c,‚Ir 
u = u,Jamät, C,,%, = a 
. n c,u,r 
ve = IsinamÄt, GBi= u 
’ CC), | 
r=r,cosamät, CH = (Ei nn. , 
2 ae 55 „Ar 
1 (6, PIE ,)u, 
in. 4, r, 
hm, 
ut C,%U, 
u 
22 
A = Cy%o, 
cosd = damit, sind = —zsinamÄt, 
P=-— 550 eosam A, 
C,,%, 








= Yo = 2 u Sag in EA): 


S. 9. 


Noch ein zweiter specieller Fall des hier behandelten Problems möge 
erwähnt werden. 

Die Differentialgleichungen, die aus (14.) durch die Substitution (15.) 
entstehen, und die oben nur theilweise angegeben sind, sind vollständig diese: 
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du \ 
Ci — (28T sn yV, 
ds ] 
Ce = C„uosıny, 
do 
eG = — (Cu Cn)ussiny, 
dp 0 
u Tu 008 V-+CHPp, 
Oy 0 $ 
C39 Cs; dt - = WUC0OSs Yv(Cn Cs r — C» (Cu — Ca) —)—Oncup. 


Eine particuläre Lösung derselben erhält man, wenn man w gleich Null. ferner 
u, s, o gleich Constanten, die der Gleichung 


10 $ 
u a (Cı— Ca) —) — (CnC4P 


genügen, und 
u 6,40 
= (p Es )t 


setz. Man hat dann weiter: 











A = VanW+cHs’, 
G,u ’ C..$ 
cosd = —— u 
A? sind ya 
zı 
PP = >tr9 
" Ao 
€ sh 
22 
Re zZ (Cu +628s')t, 
a | 
P= (616540 — C2C448p) cos P, 
1 * U 
üben 73 (Cu 65; U0— C3 C,,5p) sin P. 


Aus diesen Ausdrücken von «, ß, y folgt, dass der Anfangspunkt der x, y, 3 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine Schraubenlinie durchläuft, deren 


Axe die -Axe ist. Nennt man R den Radius der Cylinderfläche, auf der 


die Schraubenlinie liegt, so ist: 


# 
R= + T5(eu 05; WU — CyC4Sp) 
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DE zu 


oder wegen der Relation, die zwischen a, s, p, © bestehen soll: 


l ’ us” 
En\Eu—Ca) — 
0 


R =— + — 
mM 
Die Geschwindigkeilscomponente des genannten Punktes senkrecht zur S- Axe 
ist daher 

E: 

+ ZT en en) us. 

Bezeichnel man durch « die Tangente des Winkels. den die Richtung eine: 
Klementes der Schraubenlinie mit der Richtung der S-Axe bildet. so ist hiernacı 

Te 

+u1 = , = 


—— | . u |. . 
c,W-+0,s 





Soll « einen gegebenen Werth haben, so ist das Verhältniss a:s aus dieser 
(Gleichung zu bestimmen; dieselbe hat zwei reelle Wurzeln. sobald 


2 - (C, au: 2) , 


u <_ 


Me 
Ist weiter der Radius /t gegeben, so dient die für diesen aufgestellte 
(Gleichung zur Bestimmung von o:s. Die zwischen a, s, p, 0 angenommene 
Relation lehrt dann p»:w kennen. so dass die Verhältnisse der genannten vier 
Grössen bestimmt sind. Diese können selbst berechnet werden, sobald nocl 
die Geschwindigkeit, mit der die Schraubenlinie durchlaufen wird, gegeben 
ist. Man sieht, dass die Realität ihrer Werthe allein durch die Ungleichheit 
bedingt ist, die erfüllt sein muss, damit das Verhältniss s:x reell ist. 

Die in diesem Paragraphen angegebenen Resultate sind aus den Dil- 
ferentialgleichungen (14.) hergeleitet; sie lassen sich auch herleiten aus den 
Integralgleichungen, die im $. 6 entwickelt sind. Zu diesem Zwecke hat man 
die Relationen zwischen den Constanten der Integration aufzustellen, die er- 
füllt sein müssen, damit die Gleichung für z, die man erhält, wenn man den 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in Gleichung (20.) gleich Null setzt, zwei 
gleiche Wurzeln hat, die dem Anfangswerthe von « gleich sind. 


Heidelberg. im November 1869. 
















eh 
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Ueber die Kräfte, welche zwei unendlieh dünne, 
starre Ringe in einer Flüssigkeit scheinbar auf 
einander ausüben können. 


(Von Herrn @. Kirchhoff in Heidelberg. ) 


Aut einen slarren Körper, der in einer bewegten Flüssieseit sich be- 
findet. werden von dieser Druckkräfte ausgeübt, die im Allgemeinen sich nich! 
aufheben. Ist in der Nähe des Körpers ein zweiter vorhanden. so wird dieser 
von Einfluss auf die Bewegung der Flüssigkeit, also auch auf die Druckkräfte 
sein. die auf den ersten wirken. In einem Falle. in dem diese Druckkräfte 
sich aufheben. sobald der zweite Körper in die Unendlichkeit gerückt ist. 
sonst aber von Null verschiedene Resultanten haben. wird man sagen dürfen. 
dass der zweite Körper auf den ersten scheinbar Kräfte ausübt. die diesen 
Resultanten gleich sind. Ein soicher Fall findet statt, wenn die beiden Körper 
unendlich dünne Ringe sind und die Flüssigkeit die allgemeinste Bewegung 
hat. die sie haben kann, während sie in der Unendlichkeit ruht. 

Genauer präcisirt sind die Voraussetzungen, welche hier zu Grunde 
gelegt werden sollen, diese: Die Flüssigkeit ist unzusammendrückbar und ohne 
Reibung; sie ist vollständig begrenzt durch die Oberflächen der beiden Ringe 
und eine im Unendlichen liegende, geschlossene, feste Fläche; auf ihre Theile 
wirken keine Kräfte; diese Theile rotiren nicht und haben Geschwindigkeiten. 
die sich überall stetig im Raume ändern. In Bezug auf die Gestalt der Ringe 
wird angenommen werden, dass ein jeder von ihnen eine Mittellinie hal, die 
eine beliebig gestaltete geschlossene Curve ist. und dass die auf dieser Miltel- 
linie senkrechten Querschnitte Kreise von einem unendlich kleinen. constanten 
Radius sind, deren Mittelpunkte in der Mittellinie liegen. 

Unter diesen Voraussetzungen wird bewiesen werden, dass die beiden 
Ringe scheinbar Kräfte auf einander ausüben, die denjenigen gleich sind. mit 
welchen sie aufeinander wirken würden. wenn zwei elektrische Ströme in 


ihnen flössen. 
Bei den gemachten Festseizungen giebt es für die Bewegung der 


Flüssigkeit ein Geschwindigkeitspotenlial; es möge dieses durch g bezeichnet 
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werden. die Zeit durch £, die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des 
zur Zeit £ von der Flüssigkeit erfüllten Raumes durch x, y, z, der Drucl 
durch p, die Dichtigkeit durch e; dann sind 

02’ oy’ &% 


die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit £ im Punkte x, y,z, und es is 


EEE). 


Dabei ist „ eine in dem ganzen Gebiete seiner Argumente stelige, aber im 
Allgemeinen vielwerthige Function von x, y, 2, £. Sind g und %" zwei 
Werthe von g für dieselben Werthe von x, y, 2, t und ist 

y-py =, 
so ist z unabhängig von &, y, 3, da die Geschwindigkeiten einwerlhig sein 
müssen, und auch unabhängig von f, da der Druck einwerthig sein muss: 
es ist z also eine Conslante. 

Dass g mehrwerthig sein kann. ist eine Folge davon, dass der von 
der Flüssigkeit erfüllte Raum ein mehrfach. und zwar dreifach, zusammen- 
hängender ist. Man denke sich diesen Raum in einen einfach zusammenhän- 
senden durch zwei Querschnilte verwandelt; als solche mögen zwei Flächen 
oenommen werden. von denen die erste vollständig begrenzt wird durch eine 
Linie, die auf der Oberfläche des ersten Pr der Mittellinie dieses parallel 
verläuft. die zweite durch eine Linie, die in gleicher Weise auf der Ober- 
lläche des zweiten Ringes gezogen ist. ein dass es solche Flächen eieh!l. 
wird erfordert, dass die Ringe sich nicht gegenseitig umschlingen. Der Fal). 
dass dieses geschieht, soll von der Betrachtung ausgeschlossen werden, ob- 
wohl auch in ihm. wie sich leicht erweisen lässt. der zu beweisende Satz 
seine Gültigkeit behält. In dem, auf die angegebene Weise gebildeten, ein- 
fach zusammenhängenden Raume ist g einwerlhig, hat aber auf beiden Seiten 
eines jeden Querschnitts im Allgemeinen verschiedene Werthe. Für den ersten 
Querschnitt sei die Differenz dieser Werthe <,, für den zweiten %,, wobei 
dann nach der vorher gemachten Bemerkung z#, und %, Constanten sind. 

Die Bedingungen, denen die Function y nun zu genügen hal, sind diese: 

1) In dem ganzen Gebiete von x, y, 3 ist 


er Er Br 0 
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oder. wie hierfür gesetzt werden soll, 
Ip =VQ. 

2) Bei dem Durchgange durch den ersten Querschnitt ändert sich 4 
sprungweise um 2, bei dem Durchgange durch den zweiten um 2. 

3) Bedeutet N die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale 
eines Elementes der Grenzflächen derselben, so ist für alle Punkte der Ober- 
fläche eines jeden Ringes = gleich der Componente der Geschwindigkeit 
des anliegenden Theiles des Ringes nach der Richtung von N. 

4) Für die Punkte der im Unendlichen liegenden Grenzflläche der 


Flüssigkeit ist _ == 9. 

Diese Bedingungen bestimmen die Function g vollständig bis auf eine 
additive von z, y, 3 unabhängige Grösse, sobald die Lagen und Geschwindig- 
keiten der beiden Ringe und die Werlhe der beiden Conslanten x, und 2, ge- 
geben sind. Es folgt das durch eine bekannte Schlussweise aus der bekannten 


Gleichung 
Ph op \” (SR) ( 
dxdydz K* - IF - = — / /dSı 
NW ai TrZane: zZ \ I N: 
der dS ein Element der Grenze des Gebietes von x, Y, 3 bedeutet. wenn 
man erwägt, dass der Theil des hier vorkommenden Doppelintegrals. der sich 


auf die beiden Seiten eines der beiden Querschnitle bezieht. 


„(las 2? 
z/ fas oN 


ist. wo dem z der Index 1 oder 2 zu geben und die Integration nur über 
die eine Seile des Querschnitts auszudehnen ist. 

Um einen Ausdruck zu finden, der den für g aufgestellten Bedingungen 
genügt, bezeichne man mit U, und U, die Potentiale zweier elektrischen Ströme. 
die die Mittellinien der beiden Ringe mit den Intensitäten In und u. durch- 
liessen, in Bezug auf einen Magnetpol. der sich im Punkte x, y, = befindet 
und eine Menge magnetischer Flüssigkeit. die der Einheit gleieh ist. enthält. 
Es sind dann bekanntlich U, und U, die scheinbaren Grössen zweier von den 
Mittellinien der beiden Ringe begrenzten Flächen von dem Punkte .r, y, = aus 


RK. Rn 
gesehen, multiplieirt mit vr und 2 Seizte man = U,+ÜU,, so würde 
a, 


man den Bedingungen 1) und 2) genügen. Man mache nun 
p —. U+U;,+ w, 
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so ist ı eine in dem ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raume einwerthie; 




























und stelige Function, die der Differentialgleichung Jyv = 0 genügt, also ı 





ein Potential von Massen angesehen werden kann, die theils auf den Ring. 
oberflächen theils auf der äusseren Grenzfläche der Flüssigkeit angeordnet sint 
Um die Bedingung auszusprechen, die y an den Ringoberflächen zu erfüllen 
hat, drücke man die Lage eines Punktes, der unendlich nahe an der Ober- 
äche eines der Ringe liegl, durch drei Coordinaten aus, die s, r, 9 genanı) 
werden und lolgendermassen delinirt sein sollen. Durch den Punkt lege maı 
eine Ebene senkrecht zur Mittellinie des Ringes; s sei der Bogen dieser Linie 
zwischen ihrem Schnittpunkt mit der genannten Ebene und einem festen Punkte: 
r der Abstand desselben Schnillpunktes von dem fraglichen Punkte und 9 der 
Winkei, den die Linie r bildet mit der in der Schmiegungsebene von ds lie- 


senden Normale dieses Elementes. Ist A die Componente der Geschwindig- 








keit des Punktes der Nittellinie. der dureh den Werth von s bestimmt ist, 





senkrecht zu ds, und bildet die Richtung dieser Componente mit der Linie. 
von der aus der Winkel 9 gezählt wird, den Winkel «, so soll der Bedin- 
oung 3) zufolge für die Oberfläche des Ringes 
Oi | 
2. = A.cos|4— a) 
oN ’ 
oU, 


- —=0, für die des zweiten 


sein. Für die Oberlläche des ersten Ringes ist IR 
Ol 











cU, 00, OU, h nz 
—: —0: da ferner ——,„ ——-, —-— für die Punkte in der Nähe des zweiten 
oN 02  0oy’ 0 
Be % 
Ringes und —*, —. — für die Punkte in der Nähe des ersten endliche 
x OL oy 03 

Werthe haben, so ist für beide Oberflächen 

olU, +U,) > ( >\ 

PT Becos/4—7P). 





wo B und /, ebenso wie A und « von s abhängen und endlich sind. Für 
w ergiebt sich hieraus die Bedingung, dass für die Oberfläche eines jeden 





Ringes N 
ow A j 2 
— = Acos(#—a)—Beos(#—P), 
oN 4 / 
— » f% m 
d.h. — (.cos(%—y) 


ist. wo C endliche Werthe besitzt. An der im Unendlichen liegenden Grenz- 
fläche der Flüssigkeit muss nach der Bedingung (4.): 
v _  &CU-+U,) 


—— 


ON oN 








sein. 
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Um hiernach % zu bestimmen, selze man 
v= V+W, 
indem man unter V ein Potential von Massen versteht. die auf den Rine- 
oberflächen diegen, unter W ein Potential von Massen. die auf der äusseren 
Grenzfläche der Flüssigkeit sich befinden. Für die Punkte dieser Grenzlläche ist 
oW SH+HU-HT, 


ON :) Te 
bezeichnet man mit dS ein Element derselben Fläche, so muss 
EwT:, i 
J4S- - — 0 
« oN 
sein; es ist aber 


U 


"8 U) 
i ö Y ö x | > 
Jıp ON 


0 


da nach einem bekannten, von Ampere aufgestellten Satze U, und U, sich 
als Potentiale von Massen, deren Summe gleich Null ist, darstellen lassen; es 


PER : | 
7 dS ON 0, 


d.h. es ist auch Y ein Potential von Massen, deren Summe gleich Null ist. 


ist also auch 


Bezeichnet Z eine unendlich grosse Länge von der Ordnung der Dimensionen 


der Grenzfläche,. so ist an dieser hiernach 


wo a eine endliche Grösse bedeutet. Von der Grenzfläche soll vorausgesetzt 
werden, dass, wenn man in ihrer Gleichung 
= LE eh, s=-&K& 

macht, eine Gleichung zwischen S, 7, £ entsteht, deren sämmtliche Constanten 
endlich sind; unter dieser Vorausselzung sind die Dilferentialquolienten von W 
nach x, y,3 in dem ganzen Gebiete von x, y, 3, also auch im Endlichen von 
derselben oder einer niederen Ordnung als == an der Grenzfläche; wie man 
sieht, wenn man in die Gleichungen, aus denen W zu bestimmen ist, S, 7, { 
an Stelle von x, y, 3 einführt. In der Gleichung 


oV 7 BREI: 
ON = oo ON + EC cos (t 7)» 
. , = >W ’ 
die an den Ringoberflächen zu erfüllen ist, ist daher Fr. unendlich klein und 
34 * 





if 
} 


en 
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man kann bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen zur Bestimmung 
von V die Gleichung 

oV " % 

E) a ee £ 
benutzen. Verfügt man über die in }W enthaltene wilikürliche additive Con- 
stante in passender Weise, so ist ferner W überall unendlich klein. und maı 


kann daher 
u —— V 


und 


y= U+U,+V 
selzen. 
Um das Potential Y zu finden. soll zunächst das Potential einer Masse. 


die auf einer geschlossenen Linie angeordnet ist, in Bezug auf einen Punkt. 
der dieser unendlich nahe liegt, untersucht werden. Es sei o der kürzeste 
Abstand des Punktes von der Linie, s der Bogen der Linie zwischen dem 
einen Endpunkte von o und einem festen Punkte. 4 der Winkel zwischen 
der Richtung von go und der in der Schmiegungsebene liegenden Normale 
von ds. Man führe ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Anfangs- 
punkt der durch den Werth von s bestimmte Punkt der mit Masse belegten 
Linie, dessen «-Axe die Tangente, dessen y-Axe die in der Schmiegungs- 
ebene liegende Normale von ds ist, und nenne x, y, 3 die Coordinaten des 
Punktes, zu dem man kommt, wenn man s+o aus s werden lässt. Mdo be- 
zeichne die Masse, die auf dem Elemente do sich befindet. Es soll ange- 
nommen werden. dass die Gestalt der Linie und die Vertheilung der Masse 
keine Unstetigkeiten darbietet, der Art, dass für hinreichend kleine Werthe 


von 6 
M = m-+no 

er N 2 

-_— 0--qa0 F 

> bo, 

= co” 


ist, wo m eine endliche Constante, nz, a, b, ce endliche Grössen bedeuten. 
Man bezeichne ferner durch / eine Länge, die unendlich klein, aber gegen 
o unendlich gross ist, und durch P, das Potential der Linie mit Ausschluss 
des Theiles, der von o=-—/ bis o=/ reicht; heisst P das gesuchte ganze 


Potential, so ist dann: 


+1 Fu \d 
P- / (m--no)dao UP. 











I Yo Fao”y+ (gcos®— bor)’+ (os m I — ca’): 
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Wan sieht zunächst, dass bei Vernachlässigung einer unendlich kleinen Grösse 
in diesem Integrale » = 0 gesetzt werden kann; denn der Factor von »do 
unter dem Integralzeichen kann nur unendlich wenig grösser als 1 sein, giebt 
also. mit do multiplieirt und zwischen den unendlich nahen Grenzen —/ und 
/ integrirt, etwas unendlich Kleines. Die reciproke Wurzelgrösse, die unter 
dem Integralzeichen vorkommt, lässt sich ferner schreiben: 


























1 | 
Yo+o’ 0 Po 2a0’— '— 200 y :(beos® } r« esin 19) 4 + (a’+-b? +c?)o® 
} 0 + 0 


oder. da die unter dem zweiten Wurzelzeichen zu 1 addirte Grösse unend- 

lich klein ist: 

Besen — 200° (bcos" + Aue - (a’ +6" ce”) 6 
Yo’+g’ (0 +0) 

wo & eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Das zweite von diesen beiden 

Gliedern kann eine gewisse endliche Grenze nicht überschreiten und giebt 

o=—/ und o=/ integrirt, eiwas 





daher, mit do multiplieirt und zwischen 
unendlich Kleines. Daraus folgt dann, dass bei Vernachlässigung einer un- 


7 
Pi m BE P, 
I yo’+o’ 


PEIe-+I 
d.h. — mlg ES + +P; 


Ve+oe—I 


endlich kleinen Grösse 








oder auch 
— — 2mlg + P, 
ist. Da P von / unabhängig sein muss, so muss es auch 2mlg!+P, sein; 
bezeichnet man diese Summe durch p, so hat man also 
P= —2mlgo+p, 
wo p bis auf unendlich kleine Grössen von o unabhängig und endlich ist. 
Aus der Gleichung 
oP -/- e(o— a (beos# + csind))(m--nao)do oP) 
7, a ((o + ao’)’+ (gc0os# — bo’)’-+ (esin® — co?)?)? og 











kann man durch Betrachtungen derselben Art beweisen, dass bis auf eine 


unendlich kleine Grösse 
oP 


00 


= — 2m 





ist, 
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Es ist von selbst klar, dass diese Resultate auch gelten, wenn die 
mit Masse belegte Linie aus zwei oder mehr getrennten geschlossenen Linien 
besteht. 

Nun kehre man zur Betrachtung der beiden Ringe zurück. Die Werthe 
der Grössen s, r, 7, welche auf die oben angegebene Weise die Lage eines 
Punktes in der Nähe ihrer Oberflächen bestimmen, bezeichne man für Punkte 
der Oberflächen selbst durch s, r’, 9’, wo dann also r’ den Radius ihrer 
Querschnilte bedeutet. Die Oberflächen denke man sich mit Masse der Ar! 
bedeckt, dass auf das Flächenelement dsr’d9’ die Masse udsd9’ kommt, und 
nehme « als eine endliche und stetige Function von s und 4 an. Das Po- 


tential dieser Massenvertheilung nenne man 2; es ist dann 


ey; 
= PdY, 
) 


( 


wenn Pd$' das Potential des Streifens, welcher dem Elemente d9’ entspricht. 
bedeutet. Für Punkte, die unendlich nahe an einer Ringoberfläche liegen. 
hängt P in der vorher erörterlen Weise von oe ab, wenn 








„1? ” eo 2 ' \ 
oe = yr+r—Rrrcos(#— 4) 


gesetzt wird; es ist 


"are - = - u 
2= — 2/ uleyr +r—Rrrcos(#—9)d9'+ w, 
0 


0 — / pas. 


0 





wo 


Man setze nun. was erlaubt ist: 


u= + ucos(9—-d,)+ 1% 0082 (9—d,)+:--. 
FEN ! E 


k > ge ' ' A r f A f 
le ı r +r—2.r rcos(t —_V= ler — z cos: 4) — 4 „6082 (X "9)—..-; 





es ergiebt sich dann: 
' 


r an 
2 = o— 4a ulgr+ 2a —cos(I—0,)+ Gin F0082 (I d,)+--- 


Was den Werth von & anbetrifft, so ist dieser von 4,, 4, ... unabhängig 
und verschwindet. sobald «, für alle Werthe von s verschwindet; es folgt 


das daraus, dass p unendlich wenig sich ändert, wenn die Linie, auf welche 
diese Grösse sich bezieht, in ihrer Gestalt und Lage unendlich wenig geänder! 
wird. und dass daher bei der Berechnung von ® die Massen, die in den 
Ringoberllächen liegen, in den Mittellinien concentrirt gedacht werden können 
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Man hat weiter: 


öR / a CRM ber. 


or C 0 VO 


v 
bei Vernachlässigung einer unendlich kleinen Grösse aber ist 
© ‚d ’ 
0 = —au; 
0 0 
r’ 
unter der Voraussetzung, dass — um elwas Endliches kleiner als 1 ist, ist ferneı 


r(r — r! cos (I — ”)) 





2 





0 
endlich, und daher unter derselben Voraussetzung: 
„O8 r(r— r'cos(#® — 9" ’ 
dia 7 \ \ i dd 
0 


oder. da 
rvır7 — r’ vOS (U F)) 


0° 


S 


— 1+ cos 9-9)+ N F—-9I)+: 


ol ’ r' ” Mr 
rZ—- = — 47 1, — 2 u, — cos (9 — d,) — 27 u, — 0082 (I d,)—--- Ä 
or ’ r r , 





i 08 . 2 R 
Ist der Werth gegeben, dem r—— sich nähert, wenn r dem r’ sich nähert, 
or 


so bestimmt diese Gleichung die Grössen « und d, und aus diesen lässt sich 
dann (2 berechnen. 
Für das Potential V sollte nun für r=r' 
oV 
or 
sein; es ist daher für unendlich kleine Werthe von r 


y 


, 2 
A u cos (I—Y 





= r(C.cos($—y) 


und in endlicher Entfernung von den Ringen ist V = 

Berücksichligt man, dass C eine endliche Ehssse ist, so folgt hieraus, 
dass V überall in der Flüssigkeit und die Dilferentialquotienten von V in end- 
licher Entfernung von den Ringen unendlich klein sind. 

Der für g gefundene Werth soll nun benutzt werden, um die lebendige 
Kraft der Flüssigkeit, die T genannt werden möge, zu berechnen. Es 








r = &f/fürayas (2) 42) 
- zZ fasgezg 


oder 
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PR © f sul. _ od, — (ar CV 
e_ fas u, Zn 430, 2 fasv I 
-o [as u, 


nn oV 
er U o Jas u, — der 


wo die Integrationen nach dS über die Oberflächen der beiden Ringe und 








die beiden Seiten der Querschnilte auszudehnen sind. durch welche der von 
der Flüssiekeit erfüllte Raum zu einem einfach zusammenhängenden semachı! 
ist. Die ie ersten dieser sechs Integrale sind unabhängig von der Lage 
und der Bewegung der beiden Ringe; ihre Summe bezeichne man durch X: 
das dritte. das fünfte und das sechste sind unendlich klein, da ° nur auf 
3 
unendlich kleinen Theilen der Flächen, über die zu inlegriren ist, endlich. 
sonst unendlich klein ist, da V überall unendlich klein ist und U, und UT 
überall endlich sind. Mithin ist 


I K-o fas U, a 


Ueber die Oberflächen der beiden Ringe genommen, ist das allein übrig ge- 
bliebene Integral auch unendlich klein, da ze an der Oberfläche des ersten 
Ringes endlich, an der des zweiten gleich Null ist; über die beiden Seiten 
des zweiten (uerschnittes ausgedehnt, ist dasselbe Integral gleich Null, denn 
hier hat ER entgegengesetzte und U, gleiche Werthe. Es braucht also die 
Integration nur über den ersten Querschnitt ausgedehnt zu werden. Bezeichne! 
man durch dS, ein Element desselben und durch N, die eine Normale dieses. 
so ist hiernach, da = auf beiden Seiten von dS, enigegengeselzte Werthe 
und U, Werthe hat, die um z, verschieden sind, 





f K- oz, fd “ 


l 
Da die Grenzlinie des Querschnitts von der Mittellinie des Ringes nur un- 
endlich wenig absteht. so kann man hier dS, auch definiren als ein Elemen! 
einer durch die Mittellinie des ersten Ringes begrenzten Fläche. Nach dem 
Ampereschen Satze, auf welchen oben bereits hingewiesen wurde, ist das in 
der angegebenen Weise genommene Integral aber nichts Anderes, als das 
Potential zweier elektrischen Ströme, die die Mittellinien der beiden Ringe 
durchlliessen, in Bezug auf einander. Sind ds, und ds, zwei Elemente dieser 
Mittellinien, r ihre Entfernung. (ds,. ds,) der Winkel, den ihre Richtungen mit 
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- 


einander bilden. so ist das Potential zweier Ströme. die mit der Intensität | 
die Mittellinien durchfliessen. in Bezug auf einander 
(ds (ds, 


if cos ds, . ds 


und 
xx,0 {f / ds ds, 


= KR 74 . cos ds,. ds, . 
I /)J 


5 
Hieraus folet nun unmittelbar der im Eingange ausresprochene Satz. Denkt 
man sieh nämlich die Ringe dureh Kräfte. die man auf sie wirken lässt, ireend 
wie beweot. und bezeichnet dureh IT den Zuwachs. den dabei T in einem 
Zeitelement erfährt. so ist IT »leich dem Moment der Druckkräfte. welche 
die Ringe auf die Flüssigkeit ausüben. für die in dem Zeitelement geschehene 
Verrückung. und also — OT das entsprechende Moment der Druckkräfte. welche 
umgekehrt die Flüssigkeit auf die Ringe ausübt. Nach dem für T gefundenen 
Ausdrucke ist dieses Moment so eross, als das der Kräfte. mil welchen zwei 


elektrische Ströme auf einander wirken. die die Mittellinien der Ringe mil 


2 .o 0 " & h IR 
den Intensitäten , ' 2 und 2! ;„ * durehlliessen,, für dieselbe Verrückune: 
‚an il 7T 


d.h. die Ringe üben scheinbar dieselben Kräfte auf einander aus. als diese 
elektrischen Ströme oder auch als die elektrischen Ströme, die mit den „e- 
nannten Intensitäten die Ringe selbst durchfliessen. 

Bei dem Beweise dieses Satzes ist. um die Darstellung zu erleichtern. 
vorausgeselzt,. dass die Querschnilte der Ringe Kreise von demselben Radius 
sind: der Satz gilt aber auch, wenn diese Querschnilte von anderer Gestall 
sind. sobald sie nur unendlich kleine Dimensionen haben. 


Heidelberg. im Dezember 1869. 
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Entwickelung emiger Eigenschaften 


der quadratischen Formen von Differentialen. 


(Ersie Mitiheilumg.) 
(Von Herrn R. Lipschitz ın Bonn.) 


Hlerr Kronecker hat an den von ihm gegründeten Begriff der Cha- 
vacterislik eines Functionensystems eine Ausdehnung der Theorie der Krümmung 
von Flächen auf Functionen mehrerer Variabeln angeschlossen. Die betreffenden 
Resultate. welche in dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom Augus! 
[569 mitgetheilt sind, stehen in einer gewissen Verwandtschaft mit den Er- 
vebnissen einer Arbeit über die ganzen homogenen Funelionen von x» Dil- 
ferentialen, die ich ausgeführt habe, ehe ich zu derjenigen Auffassung dieses 
Gegenstandes kam, welche in der bezüglfchen publieirten Abhandlung *) fest- 
gehalten ist. Bei der Bemühung, das Wesen des Gaussischen krümmungs- 
masses tiefer zu ergründen, bin ich von der Bemerkung ausgegangen, dass. 
wenn ein materieller Punkt ohne die Einwirkung beschleunigender Kräfte au 
einer bestimmten Fläche sich zu bewegen gezwungen ist, der an jedem Punkte 
der Bahneurve stattfindende Druck dem Krümmuneshalbmesser der Bahneurve 
umgekehrt proportional ist. Mithin kann der Druck zur Definition des Krüm- 
mungshalbmessers dienen. Auf diese Analogie gestützt, studirte ich das fol- 
sende isoperimetrische Problem. 

— ID a,,dxe,dx, eine quadratische Form der Differentiale 


Es sei fid 
a.b 

d.r,. deren Coeflieienten von den Variabeln x, in irgend einer Weise abhängen. 
beliebige von einander unabhängige Functionen der Variabeln 


und es seien 9, 
sollen sich immer auf die Zahlen von 1 bis n. 


Die Zeiger a, b, c, 
die Zeiger e, 9, y, ... auf die Zahlen von 1 bis / erstrecken, während die 
Zahl 7 kleiner ist als die Zahl ». Die Form f(dx) sei wesentlich positiv. 
die Determinante derselben |a,,| = ./ nicht verschwindend. Man verlang! 


nun, die Variabeln x, in solcher Art als Kunclionen einer independenten 


iE 


“” 


*) Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von » Dit- 
ferentialen. Journal f. Mathematik Bd. 70. 
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Variable Z zu bestimmen, dass die erste Variation des zwischen festen Grenzen 


Bi /Ie dt. 


unter Vorausselzung der ! Gleichungen 


senommenen Integrals 


) eo 


\ 


oleich Null wird. Die Funetion f(x’) ist aus fd) entstanden. indem man 


dx. 


da, durch —- = r, ersetzt hat. 


Bezeichnet man mit d die Characteristik der Variation. mit A, / un- 


bestimmte Grössen und bildet die Gleichung 





of(x’)‘ AN of(x') Sr 

a "Ba Du = —_ 70% 

| OR I ofla’) OX a or 

‘ #4 vi %y' a % \ a in ! a y y' \ 
fe) +F&1,0y,= m — —— #9} ee - 34. dy.. 
). fiw, Be Ja eo; OLa dt ai di Ze I« 


so hängt bekanntlich die Lösung des isoperimetrischen Problems davon ah. 


zu bewirken. dass der Ausdruck 


‚ef 
{ —— —— 
er » ! « 
I of(z& oa u re 
4.) 2 = —_. - or, +&4,0y,. 
} a Ola di { en 


unabhängig von den » Differentialen d.r,. mit Berücksichtigung der Gleichungen 
2.\. gleich Null werde. Die Betrachtung der Gleichung |3.) lehrt aber auch. 


dass, wenn in der Form fidr) wie in den Funclionen y, das System der 


Variabeln x, durch ein beliebiges System von neuen independenten Variabeln 
ersetzt wird, der Ausdruck (4. 
Variabeln gebildeten Ausdruck übergeht. Das isoperimetrische Problem bleibt 
/neue Gleichungen 


in den correspondirenden. mittelst der neuen 


ebenfalls ungeändert, wenn man statt der / Gleichungen (2. 


7) #*\ Yu un const. 


\ A 
\ J 


einführt, in denen die y, / independente Functionen der y; sind. Alsdann 


geht in dem Ausdruck (4.) der Bestandtheil &4,dy, in einen Bestandtheil 


24.,0y, über, und der Ausdruck (4.) bleibt unter der Bedingung ungeänderl, 


Differentialen Jy,. die 


« 


dass die Grössen A, und /,. unabhängig von den 


Gleichung 


( I. < he Oy, ; P iR Yu 


\ 


befriedigen. Vermöge dieser Erwägungen kann man sich die Aufgabe stellen, 


aus dem Ausdrucke (4.) solche Grössenverbindungen abzuleiten, die bei einer 
35 * 
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beliebigen Transformation der Form f\ d.e) und bei der Ersetzung des Functionen- 
. 


systems 4, durch ein independentes System von Funclionen dieser Functionen 


invariant bleiben. Diese Aufgabe wird im Folgenden gelöst werden. 


1. 

Das in Rede stehende isoperimetrische Problem fällt zusammen mit dem 
Problem der Bewegung eines Systems materieller Punkte, das unter dem Ein- 
usse gewisser Bedingungen, jedoch keiner beschleunigenden Kräfte steht. 
wolern die Form fid.r) gleich dem Aggregat der Quadrate von » Differentialen 
ist, oder doch in ein solehes Asorevat transformirt werden kann. Nun be- 
steht der erste Schritt des gegenwärlig zurückzulegenden Weges darin, dass 
die Grössen 4, vermittelst der Diiferenlialgleichungen des isoperimetrischen 
Problems als Functionen der Grössen x, dargestellt werden. Man kann daher 
das Verlahren, welches Jacobi für den entsprechenden Zweck bei dem me- 
chanischen Problem in der theoria noei multiplieatoris elec. 8.22 ausgeführ: 
hat. unmiltelbar übertragen. Es sei 


4 — 
Er. N ‚y 
of(z') Sr ) ’ 5 aa r a: 
„1 __—e 82, = - Eile )+30,,2)0o 
: OL, dl . a Ua‘ 1, 2 
(6 h ! } 
wez \ > — Br pp 
| hir) = 2 fat tı: 
| 8.5 
BA, ig 
\ ir nn A: a.b 9 
C Us b 


so lielern die » isoperimetrischen Dillerenlialgleichungen 


xy Oyu 


- y r » ! 
(€.) 0,0% 2) = Sh- 
\ 7 e % at b +rf: \ F z l OL, 
die Bestimmungen 
y ' 7 A b di » f .. oy, 
(8. u = -2-—-(f, (2) -&4, ———) 
a dA u ox, / 


Aus den / Gleichungen (2.) ergeben sich die folgenden 


dyz OYyB 
9) —- 3 En =0, 


. — u P 
“ dt b Or 
d’y; Oy  O’ya 5. 
ww) Bag 45 TE in 
di b 0% a,b OX, 02% 


und die Substitution der Werthe der x, aus (8.) in (10.) bringt das System 


von Gleichungen hervor 
11.) (0, P)u.+n; = 0, 














L 


[2 
DW) 
u 
u 
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wo der Kürze halber 


’ A, b Oyu oy ’ / 3 ‚Assz nn OYyr 5 . Oo ya 
ee) 2 en nlaß, - ZEN TEE Fun = 
3 4 Or, 0% di er OS 4 OO " ni 


veselzt Ist. 
Der wesentlich positive Character der Form f dx 
| nicht verschwindet. Die Auflösung des 


ojebt die Sicher- 


heit. dass die Determinante |(«, 
Systems (11.) nach den 4, möge daher durch die folgende Bezeichnung an- 


oedeutet werden 


( 13.) A; ut lo, PB} IR 0. 


’ 


Oy. beliebive. aber festzuhaltende Werihe 


Man legl nun den Grössen 
den Ausdruck 


bei. und substituirt die so eben bestimmten Werthe der 4, 
1 4.) Ss 1,0 y, - 2. a < - RE Li» 


Diese Grössen sind beschränkt 


der eine quadratische Form der Grössen «x, ist. 
und durch das bekannte Integral des 


durch die / linearen Gleichungen 9. 
fix) = const.. welchem die specielle 


Systems von Dillerentialgleichungen (7. 
Gestalt 
| 15. 2f x ae | 


gegeben werden soll. Man bildet jetzt ein neues Problem de mazsximis el 


für welches 


Wenn 


minimis, indem man dasjenige System von Werthen x, fordert. 
das erste Differential der Form 4(x') von diesen Grössen verschwindet. 
y IF y N . « . . 
o und 9, unbestimmte Factoren bedeuten. so bestehen die Gleichungen dieses 
In }} a « * acca . Pr 
Problems darin, dass die » Ableitunsen des Ausdrucks 
1 ) / 4 ad .ıd dy. 
16. —42)+twof2)+234,-- 
u 2. dt 
Bezug auf die Variabeln x, genommen, gleich Null werden müssen. Fügt 


man zu diesen z Gleichungen die / Gleichungen (9.) hinzu, so entsteht das System 








—/ wa, X | vr Ya; a 
; ci r 1, 1, an Lu \ — Wa, n LT, + - F, E PIT a u 3 — V. 
| da © , oX, 
® ot 
Ess N 0 ' Y, 
ae | \ / n.l - wa, Par + ... +( mu d 5 + Wa, m ) x, + - Y, I h a n= zuei v7 u—— V. 
(17.) OX, Or, 
oy, oy ‚ 
| am a ö r ” r r En nf A [ Fun 
| or, 7 7 OL, LT, 0. 
1 
oyı | oy 
N 
PER Lj - « . . “ * Sun zn — 
ins u OXx, 
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Die (»-+L) Ausdrücke der linken Seite sind linear nach den » Grössen x, unl 


den / Grössen $,. Wenn daher D\w) die symmetrische Determinante diese, 
»--! linearen Functionen bezeichnet, so enthält die Gleichung 

18.) D(w) = (0, 
die nothwendige Bestimmung der Grösse ». Der Ausdruck D (w) ist in Bezug auf 


«» eine rationale ganze Funclion vom (»—/)t" Grade, und die Coelficienten der 


Potenzen ww, WI, ur, sind homogene ganze Functionen der 
Grössen Öy,, beziehungsweise von den Graden 0Ö,. 1, 2, .... Der Coel- 


‘ kann unter den obwaltenden Umständen nicht gleich Null 


ficient von w@"” 

werden; deshalb ist die Gleichung (18.) immer vom (»—/)'" Grade. Denk 

man sich für ® eine Wurzel der Gleichung (18.) genommen, und die Werthe 

x, den Gleichungen (17.) und (15.) gemäss bestimmt, so folgt die Gleichung 
19.) ® = Ule). 

Die Gleichung (18.) liefert also direct die betreffenden Werthe der Function 


2A(e) = Zi,0y,.. 
d 


2. 

Es leuchtet ein, dass die Coeffieienten der Potenzen von » in Dw 
durch den Coefficienten der höchsten Potenz w" ‘dividirt, oder die Coel- 
fieienten der Gleichung D(w®)=0, die Beschaffenheit haben, bei der Einführung 
eines neuen Systems von Variabeln statt der x,. sich mit der Form f(dx) mil- 
zuändern. Wofern man aber statt der Gleichungen (2.) die Gleichungen 

2*)  y. = const. 
eintreten lässt, und die sämmtlichen mit den y, ausgeführten Schritte wieder- 
holt, so ergiebt das mit (13.) correspondirende System die den 4, entsprechen- 
den Grössen A,. Werden nun die entsprechenden Grössen dy, durch die 
Gleichungen 


(20) dy.— ku dyıt + kudyı 





2 
pP 


is Yu 
definirt,. in denen En — k,,; gesetzt ist, so hat dies, wie leicht zu erkennen. 
die Gleichung 


Zi,0y, = hy, 
zur Folge. Das System 





dys _ 
di 0 


'9*,) 


\ 

















Ind 


seı 


ng 


on 


e 
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ist mit dem System (9.) von gleicher Tragweite. Daher muss die Gleichung 
für die Grösse w, welche der Grösse w entspricht. unter der Voraussetzung 
der Gleichungen (20.), in ihren sämmtlichen Coeffieienten mil der Gleichung 
(18.) zusammenfallen,. und dasselbe eilt mithin von jeder rationalen ganzen 
Function dieser Coeffieienten. Dieser Satz kann aber ohne wesentliche Beein- 
trächtigung seiner Allgemeinheit folgendermassen formulirt werden. Es sei 
FoöysÖyas..- Pisa, ...) eine ralionale ganze Function der Coellieienten der 
Gleichung (18.). und zwar eine homogene ganze Function der (Grössen 
Oyı, Ya, .... und zugleich eine lineare Function von gewissen Elementen r,. 
Y3....3 bei der Einführung des Systems y, stalt des Systems y, mögen sich die 
Elemente 71» rs -.. beziehlich in die Elemente r,. r;, . .. verwandeln. 
Dann ist die Gleichung 


21. F(öyıs ÖYyay-Fıs fan...) = Fly, Öas.-- Pia fas--- 
durch die Voraussetzung der Gleichungen /20.) identisch erfüllt. 

Diese Eigenschaft der Gleichung Do») = O ist die Quelle von Grössen- 
verbindungen, welche in dem oben definirten Sinne invariant sind. Zunächst 
bemerke ich. dass die Funelion 

\e19 . _ a, 5 Or, Or 
bei der Substitulion eines Systems neuer Variabeln statt der x, in den ent- 
sprechenden Ausdruck übergeht, der von den adjungirten Elementen der trans- 


lormirten Form abhängt. Wenn aber («,.c,) durch Einführung der y, statl 


\ 


der y, in (a,.c,) verwandelt wird, so gilt die Gleichung 


(22.) (0%) = Rp aß Pı> Pr). 


LZErzE 23/72 


ZM 


l 


Eine genau ebenso gebildete Gleichung 
.,.* \ Er Tag Bu y' 5 E \ \ 
(23.) Oy. Oy., = k.. ß, Ran. Oy; Oy; 
P1:P2 


ıst eine Folgerung von (20.). Auf diesem Umstande beruht das Mittel zur 
Erreichung des gesteckten Zieles. 
Ein beliebiges in der Function F(dyı. Öys,... 1, 73,...) als Summand 


auftretendes Product von Potenzen der Grössen dy. und von einem der Ele- 
mente r,, 73, ... werde, abgesehen von dem letztern Factor, mil 


%Y, OY, ng I 


bezeichnet, wo unter den Zeigern @&,, &, ... «, beliebig viele unter einander 
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gleiche vorkommen dürfen. Aus (20.) folgt dann die Gleichung 


24. Sy du Si Pe k ar 2: dr Kl di 
Ia I, I, BB. 0, ß, 'a,.ß, aß, 8 IB, 33, 


7 
und die Substitution derselben in de muss diese identisch befriedigen. Weil 
ac Im vs ” E. 'n1 1) A’ » In Pi ar! « « In 
nun das Product Yu Yu, +0, seinen Werth nicht ändert, sobald man di: 
q beiger 


u... 0 


ihren sämmtlichen g! Permutationen unterwirft, so hat die Ausführung der- 
selben auf beiden Seiten der Gleichung (24.) und die nachherige Addition 
der linken wie der rechten Seiten den Effect. dass die linke Seite aleich 


at du du. ...dı wird. Hält man auf der rechten Seite eine beliebior 
/ Yu . &, . a, 


Combination /, s.../?, fest, so ist leicht zu übersehn, dass die Gleichung 


Y 
ba = Ih, Er 
S a; P, a,,P; A N G,,P: Guys Pa 
(£ 


i 


besteht. wo die Summation links auf er Permutationen der Gombination 


&03...0@,, die Summalion rechts auf alle Permutationen der Combination 
Pi Pr... P, auszudehnen ist. So entsteht die folgende Umformung der Glei- 


chung (24.) 


EN wi ". En Rn Baer y I $ 
521 HT Da 


Ich nehme nun an, dass q eine gerade Zahl sei, und setze das lol- 
gende Verfahren fest. Man schreibe die sämmtlichen q! Permutationen der 
q Zeiger @,@...e, unter einander hin, und theile jede Permutation in Gruppen 
von je zwei Zeigern 


02 05 01,0, ER 5 


q 7 


0,5 (1,0, ae &,_, 0 


q 7 


Aus jeder Zeile bilde man das Product der !q Functionen 
(&ı, &) (3, %)... (Rs @,) 
und bezeichne die über alle Zeilen genommene Summe mit 


[ f. \ f \ 
Sc. 0.) (03, O4 .0. KENT 0 .)- 


(£ 


Dann gilt der Satz, dass die Gleichung (25.) bestehen bleibt, wofern man anl 














1] 
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lie 
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M . Vu Yey z | « Pays any ; r 
der linken Seite dy, dy, --- y,, durch 9 01,03)...(@,_1,0,), und auf der 
i 2 4 . E 


IQ 
rechten Seite dy 3 Oya ...0Y5 durch Fi Kr B1» Pa) --- (P,-ı, P,) erseizt. In 
er q . 
der That liefert die Gleichung (22.) unmittelbar das Resultat 
een) 5 h,;h h 31, ß Zn 5 
)/» eo.» | m Ü ... ‚ / " BITTE ) a /, . 
> u. : ei “ s P ß,; . P, nd ‚P, 0,.ß, “a, Pr er. ”, “ a 
Nimmt man hier eine beliebige Combinalion /,. /?,. . .. 7, heraus, permutir! 


diese Zeiger auf alle q! Arten, und lässt die betreffenden Zeiger o,. &,.... © 


gleichzeitig dieselben Permutationen durchlaufen. so entstehen die neuen Glei- 


chungen 
Be 17 de — EB Y 
\ / \ x’ . i A A .) . 
2)... (0) I De n3351..:13 u; je 
) ad EN ara  &,B ER Aid ze EREATTN 
u u ) l g’rg 
u' er “q 


deren linke Seiten sämmtlich denselben Werth haben. Addirt man daher alle 


2 BL ‘ Y, \ . 
linken und alle rechten Seiten, so kommt links gS Cs 02)...(8,_1,0,). Auf 


der rechten Seite hat man. nach der oben benutzten Bemerkune. 


u ’ 
h; ı . X ' —— =, Ar BR. m. 

k Yu .ß, ag h 3 N h A'*- h_ .g' 
‘ arg « wi 

u r 


ı q rg 


.) 


es ist aber auch, weil /,, ?;. ... ?, aus einer Permutalion von Ps Pa» --:- P,. 


Ci» Os... 0, aus einer Permulalion von &,, 2 ».. o, hervorgegangen ist, 


Sk, g | 3, Die, Br hai, = VLARP ER FE 


)4 m) 
E 
pP 


Daher liefert die PER Addition. wenn man nach derselben noch mil 


q! auf beiden Seiten dividirt, das Resultat 


« 1 S % \ 
‘ ' ) ) k .) 

4 EEE k . . 
(26.) . 10. h dis \&%, m, )= gt 2 Zi 3 ... PR RN [?1 [?2 ... (Fg—ır1?g . 


ER. REN 


’ 
' 


welches durch die angegebene Substitution aus der Gleichung (25.) hervor- 


geht, und bewiesen werden sollte. 


Vereinigt man mit diesem Satze die erwähnte Eigenschaft der Funelion 
%,,%,), bei der Einführung eines Systems von neuen Variabeln sich mit der 
Form f(dx) mitzuändern, so ergiebt sich die folgende Auflösung der gestellten 
Aufgabe. 


Es bezeichne F(dy,, Odys»... Yısfa,...) eine ganze rationale Function 
der Coefficienten der Gleichung D(w)=0, welche eine ganze homogene Function 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 36 
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der Grössen dy, von der geraden Ordnung q ist. Die Producte positiver Po- 
tenzen der Grössen Öy., welche, mit den Elementen r,, r,. ... multiplieirt, in 


m Y ! » . \g* fr» ,) =“ pjr > N hnılo N r 
FoOy»Oya. rn 2ror...) vorkommen, bezeichne man indefinite mil Yy OYy, Be Oy. 


Sobald man jedes dieser Producte respective durch den Ausdruck 


Ic. 
ra E O3)... (O,-ı9 Ro) 


[#4 
erselzt, so verwandelt sich F\Oyı, Oyı....r1» 73...) in eine Grössenverbindung, 
welche sowohl bei der Einführung eines Systems neuer Variabeln statt der 
Variabeln x,, wie auch bei der Ersetzung des Functionensystems y, durch ein 


independentes System von Funclionen dieser Funclionen, invcariant bleibt. 


‘> 
U. 


Die so eben entwickelte Methode vereinfacht sich bedeutend, wenn die 
Zahl = 1 ist, oder, wenn nur eine Function y, existirt. Dann giebt es aucl 
nur die eine Funclion 


27) AN) = zieh N 
; Pe 5 I 02, 00 





und nach der Vorschrift zu der Bildung der Invarianten hat man in der Function 
F, die nur gerade Polenzen von dy, enthalten darf, eine jede solche Potenz 
durch die gleich hohe Potenz der Grösse y(1,.1) zu ersetzen. Oilenbar ent- 
steht dasselbe Resultat, wenn man die Function F aus den Coefficienten der 
Gleichung D(o)=0 bildet, nachdem man in diesen dy, durch y(1,1) er- 
setzt hat. Durch diese Substitution erhalten die Coeffieienten der Potenzen 
ww, WW", „.. beziehungsweise die Factoren 1, y(1,1), (1.1). 
(yd,1)). ..., und man sieht sogleich, dass der zweite, vierte, sechste, 

Coefliecient der Gleichung, und die Producte aus je zweien der übrigen Co- 
ellicienten die Elementarinvarianten sind, welche unsere Methode liefert. Denn 
alle übrigen aus derselben fliessenden Invarianten werden rationale und ganze 
Funclionen von diesen. Der Ausdruck von 4, ergiebt sich aus (11.), und 


für die Grösse 4,y(1,1), welche an die Stelle von 4,dy, treten soll, komm! 





2 1 um RR: | ME. in 
(28) Ayd,1i) = S Bra E "_ 218). 


yA,1) Nas 4 0% a,b 00,0% 


Demnach wird 


/% y 1 Ar oy, oy, 
29.) Ay = Eomsıe,; 1 Tea, — ); 


und D(w) ist die Determinante des Systems von (»-+1)’ Grössen 








| 


cd or 0% 0% 
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Bi‘ ers oY, 

—hır 08,1,” — A, TW08,. 
| r Or | 
| 
| * . . . “ . . . . . . 

‘ ' 

) I r 

30. | e i cY, | v 
| Fiese bu wi 0 dt, l al fe h n\ 22 dl, n E | 
| | | “ OL | 
| au. ZT 
| OL O4 


Eine andere Vereinfachung des miteetheilten Verfahrens Iritt ein, so- 
bald die Form fi dx) gleich dem Aggregat der Quadrate von Dilferentialen 
! N dxr, wird. Die mechanische Bedeutung des aufgestellten isoperimetrischen 
Problems. welche hieraus folet. oestattet überdies. das Problem de mazximis 
el minimis, welches sich auf den Ausdruck I’, dy, bezieht, ebenfalls mechanisch 
zu interpreliren. Es sei In eine ganze Zahl, und es seien ©, 0,0; 2, La Ion .. 
beziehungsweise die rechtwinkligen Coordinaten der !n mit der Masseneinheit 
versehenen Punkte, welche das bewegte System bilden. Denkt man sich nun 


für einen Zeitmoment t die sämmtlichen Ortsbestimmungen x, und die sämmt- 


a 
lichen Geschwindigkeitscomponenten x, gegeben, so sind die sämmtlichen aus den 
Bedingungen y.= const. hervorgehenden Drucke, oder die Grössen 4, , vollständig 
bestimmt. Wenn man sich jetzt vorstellt, dass den sämmtlichen Punkten des Systems 
con der gegebenen Lage aus eine durch die Grössen Öy, bestimmte, mit den Be- 
dingungen des Problems vereinbare virtnelle Verschiebung ertheilt sei, so ist der 
Ausdruck 3 4,0y. die Summe der Momente von den sämmtlichen Drucken, in 
bezug auf diese virtuelle Verschiebung des Systems genommen. Gesetzt, die Summe 
der lebendigen Kräfte des Systems 2f x) sei unveränderlich gleich der Einheit, 
die Lage des Systems sei gegeben, die Geschwindigkeitscomponenten aber seien 
wählbar, so entsteht die mit dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten nahe zu- 
sammenhängende Frage, auf welche Weise die Momentensumme &7,0y, ein ver- 
schwindendes Differential erhalte. Dies ist die vorhin erörterte Frage. Weil 
aber die Gleichung 18.) für w stets reelle Wurzeln liefert *), so lautet die 
Antwort dahin, dass die Erfüllung des Geforderten auf n—! Arten möglich ist. 
Bei der Voraussetzung fide)=4>dr, wird aus (11.) und (12.) be- 

R 

ziehungsweise das System von Gleichungen 


(y OYyu Oya_ oO y3 





f 
z I\ a} ! 

Eu WB, Zn, 

r a O Ua OLa ä j a.b OL,OLh . 
(31.) oO’ ya 
Pf I\ 7 % - 3P M\ e- 
2 AB ee-= 
\ a \ J ab O1, OT, 


*) Der Beweis dieser Thatsache wird im nächsten Artikel gegeben 


36 * 


4 
i 
| 


y, =:8ex die Gleichung (18.) in die Gestalt ( — 
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Kine bemerkenswerthe Folgerung aus (31.) ist die, dass, sobald die 
lineare Funclionen der Grössen r, werden, die sämmtlichen Grössen 4, ver- 
schwinden. Bei dieser Vorausselzung verschwinden demnach auch die sämmt- 
lichen Coeflieienten der Function Do) mit Ausnahme des Coefficienten von 
wo", und aus diesem Grunde werden die sämmtlichen invarianten Grössen- 
verbindungen, welche durch die angegebene Methode abgeleitet sind, ebenfalls 
gleich Null. 

Sobald die beiden Vorausselzungen f(d.) = de, und /=1 zugleich 


eintreten, so folgt aus (27.), (28.). (29.) die Bestimmung *) 


f N v cu jr . 17 1 * 0° I ' 
Y.Dea ( ı), „yYyd,1)=-— — 2 ne 2.5; 
)6) \ Ds Ola’ i ß a j ; ) (1, 1) a.b OL, OL, 
a \ no 
; 1 o'y, 
vll) Orr 
) ce — 1 ’ u Nun 
Alsdann wird die Grösse ya identisch mit derjenigen Grösse, welche 
u, v(i, 
l \ 


Herr AKronecker o nennt, und das betrachtete Problem de mazximis et minimis 

mil demjenigen, welches Herr Kronecker für die Grösse g untersucht hal. 

4 ,*® . 1 . i x . » . « . 

Subsliluirt man o= —— in den Ausdruck (30.). so liefert die Gleichung 
() "u 


D(- —) = 0 die ausgezeichneten »—1 Werthe der Grösse eo. Das Produc! 
der receiproken Werthe von diesen gehört zu den oben definirten Invarianten. 
wolern z eine ungerade Zahl ist, jedoch nur das Quadrat dieses Producls. 
wolern » eine gerade Zahl ist. Wenn »=3 ist, und x,, 2%, x; die recht- 
winkligen Coordinalen eines Punktes auf der Fläche 9, = const. sind, so is! 
o der krümmungshalbmesser dieser Fläche für denjenigen Normalschnitt, bei 


dem die cosinus der Winkel, welche die Tangente mit den drei Axen bildet. 

den drei Grössen x. &,. X, beziehungsweise proportional sind. Die Gleichung 
/ IN\ i ’ Hr 

D\- 5 0 giebt den grössten und kleinsten Krümmungshalbmesser, und das 

(Gaussische Krümmungsmass ist das Product der beiden reciproken Werthe 

von diesen. 


Eine specielle Erwähnung verdient hier die Thatsache, dass für die Function 
1 n—1 , 
— + w) —() verwandelt wird. 








I 
Vn2 
. an Ta 


Das dieser Voraussetzung entsprechende isoperimetrische Problem hat Jacobi zu einem 
Beweise des Abelschen 'Theorems benutzt. Ct. Vorlesungen über Dynamik pag. 234. 
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4. 

Es sei jetzt erlaubt, den Sinn der allgemeinen Methode noch durch 
eine Umformung zu erläutern. Weil die Z Functionen y, von einander un- 
abhängig sind, so kann man zu denselben »—/ beliebige Functionen y, der- 
gestalt hinzufügen, dass die y, und y, zusammengenommen ein unabhängiges 
System von # Funclionen der Variabeln x, darstellen. Die Zeiger o, 7 sollen 
immer die Reihe der Zahlen von /+1 bis » durchlaufen. Man transformire 
jetzt die Form f(dx) durch Substitution der Variabeln y.,y, statt der Variabeln 
r,. und es komme 

f(d<e) = g(dy), 








‚ oE j 
7 | = E. a _ E 1 b a 
O64,b 
'33.) 
we ogy") 
oy, og( y') 7 rn 
I 8 Br —’ / \ 
ei Pe Be.) ng Pe, ‚ Yu -ÄÜ ? ;® 
dt OYa h a.b Yu 4 Ja Y ) 
g,W)=ı3 on’ Oear , Ce Ce 
air . am tn _ 
I\Y , ey Ian YcYo- Iact Oys oY: OYa 
Dann folgen aus (7.) die Gleichungen 
= eu 4s +9 Y) = has 


\ 
rn > e, +9,(y) = 0 
— 6,3% TI \Y ) 9 


b 


ferner aus (11.) und (12.) die Relationen 





E. 8 a) va 4 / IA\ 
-=(0,ß), -2.-94WYy)=ne; 
E a k 
und 
a» xy a ; x' 7! FT 
(39.) u Eu. hi es nn Ea,s 9a \Y Fe 
( 


Demnach wird der Ausdruck 
a 1, 0y, = 24(&) = Qul(y') 
gleich einer quadratischen Form der Grössen y,, deren Coefficienten. wie folgt. 
(36.) Zul) = Fuasyayı 
bezeichnet werden mögen. Da nun das für die Function A(z’) = u(y') auf- 
gestellte Problem de mazimis et minimis an die Bedingungen 


dys 


9) #=0 
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geknüpft ist, so kann man dieselben in die Ausdrücke u(y) und fa =g y 
direct einführen. Der Ausdruck (16.) nimmt dann die Geslalt an 





(37.) ı P: (u „Pd I Be Er a 


0.71 


und die Gleichung (1S.) erhält den einfachen Ausdruck 
(38) |-u,.+we,,.| =. 


Da die Form }Ne,,y,y, unter der bestehenden Voraussetzung eine wesentlich 
O,l 


positive Form der »—! Differentialquotienten y, ist, deren Determinante |e, 


nicht verschwindet, so wird hierdurch in Evidenz gesetzt, dass in der Glei- 


chune für & der Factor von "7 


nicht gleich Null werden kann. und es folg! 

aus bekannten Sätzen, dass die Gleichung (38.) lauter reelle Wurzeln hat, 
In dem Falle, dass /=1 ist. wird (1, ee, und in Folge von 

28.) hat man 

' Ey. Eaı 


I, 
— 5 — 9). 
E Eı.ı VE Y J 


a 








(39.) ı,y(1,1) = ] 


Weil aber bei der Ersetzung von dy, durch y/1.1) die Function 
„,y1,1)=U(z) =Ruly‘) 
wird, so folgt hieraus die Bestimmung der Grössen u 
l 


y \ ER v Y 

(40.) Hu, = en E.19u.0.: r 
“Ela A 
2) Eııl 


Ru 


Die so eben durchgeführte Umformung ist geeignet, einen wesentlichen 
Unterschied hervorzuheben, der sich bei den aus der Gleichune /18.) oder 
(38.) abgeleiteten invarianten Grössenverbindungen geltend macht. Von der 


Form g(dy)= 4 Fe,,dy,dy, der » Dilferentiale dy, sondert sich die Form 


a,d 


N e,,dy,dy, der »—! Dillerenliale dy, entschieden ab. Wegen der Glei- 


chungen \9.) verwandeln sich die isoperimetrischen Dillerentialgleichungen (34. 
in die folgenden: 

y A N f I Ja - 

nd Ze NY: TGe Y N bus 

I 


%$' 


= eu Yır9(y) = 0; 


in den Formen g,(y') und g,(y') fallen die Glieder, welche in die Grössen 

y, multiplieirt sind, ebenfalls fort, und es wird klar, dass die Auflösung des 

isoperimetrischen Problems im Grunde nur von der Form }&e,,dy,dy, ab- 
0,7 


hängt. Dagegen kann eine in dem oben definirten Sinne invariante Grössen- 
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verbindung zu dieser Form ein doppeltes Verhalten zeigen. Entweder ist 
es möglich, diese Grössenverbindung durch die Grössen e,, und die nach 
den Elementen y, genommenen partliellen Ableitungen dieser Grössen darzu- 
stellen. so dass dieselbe, bei der Einführung von »—/ neuen Variabeln statt 


der 9,, sich mit der Form 4 Ie,,dy,dy, mit ändert, oder dies ist nich! 
0,1 t 


möglich. In dem erstern Falle ist die in dem definirten Sinne invariante 
Grössenverbindung auch eine Invariante dieser Form, in dem zweiten Falle 
ist sie es nicht. Dieser Unterschied tritt bei der Theorie der Krümmung einer 
Fläche, von deren Betrachtung wir ausgegangen sind, deutlich hervor. Wenn 


f(de)=4&de,, n=3, !=1 ist, und x, ©, x; die rechtwinkligen Co- 
a 


ordinaten eines Punktes der Fläche y, = const. sind, so gab die Gleichung 
1 ’ a 

R-- -Ö als Werthe von o den grössten und den kleinsten Krümmungs- 

halbmesser. Nach der aufgestellten Definition ist sowohl das Quadrat von 


dem Aggregat der reciproken Werthe der beiden Radien, wie auch das Produe! 
der reciproken Werthe derselben eine invariante Grössenverbindung. Eine 
Invariante der Form 4Ie,,dy,dy, ist aber bekanntlich nur die zweite von 

0,7 ‘ 


diesen. nämlich das Gaussische Krümmungsmass. 


Bonn, den 18. October 1869. 





Entwickelung einiger Eigenschaften 
der quadratischen Formen von rn Differentialen. 


(Zweite Mitcheilumng.) 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn. ) 


Bei einer fortgesetzten Beschäftigung mit den quadratischen Formen 
von » Dillferentialen bin ich dazu gelangt, zwischen dem Algorithmus, dureh 
welchen in der Mittheilung d. d. 15. October vorigen Jahres invariante Grössen- 





verbindungen der Form f\ dx) und des Systems von Gleichungen y, = const 
abgeleitet sind, und der quadrilinearen Form %, welche in diesem Journal 
3d. LAX. pag. 83 definirt ist und eine Covariante der Form f(dx) darstellt *). 
den inneren Zusammenhang aufzufinden. Für die Auseinandersetzung dieses 
Zusammenhanges sollen die Bezeichnungen der frühern Mittheilung beibe- 
halten werden. 

Die dedueirten invarianten Grössenverbindungen haben ihren Ursprung 
in dem Ausdruck 


j4 a. \ w; ! a ! R, 
1) Zi. = le) = Fi ‚@,2,. 


& a.b 


. 2 i Ä dxy p- 
In diese quadratische Form der » Differentialquotienten r, = - . führe ich 
( 





En dx; ds m ' ‘ 2 Ren ; 
statt der Grössen a 7, ie beiden Systeme von independenten Dilferentialen 
I 


dr,. dx, ein, und setze 


l 1 l 
2.) Zi ,daı,de, = ?i(de, de) = Z1, (de, dı)dy,. 
a,b r ü u \ a ü 


I 
Die Functionen 4,(dr, de) können mit Hülfe der Bezeichnung 
ef (dx) x 


1 
de. = f,.(dx. dx) 
© dx, c ff \ > / 








ı W 
2 
ve 


durch die folgenden Gleichungen unmittelbar definirt werden: 


*) In der Abhandlung des Herrn Christoffel: über die Transformation der homogenen 
Differentialausdrücke zweiten Grades, dieses Journal Bd. LXX, ist dieselbe Form 
pag. 95 mit @, bezeichnet. 
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/ ‚Ass . f OYa' v Oo’ Urt ’ 
n.(d, de) = —& —-f, (de, de)Z—=- + 3 ——— dr, de,. 

En a,b 4J Or ab OL, OT ! 

- ER Un 

0. a‘ =: ab Ya oy Er 

re 5b J Or, 0% 

' 
vr I\4 
2 (0,0@)A, (de, de)+n.(dx, de) = 0, 


(X 


1} 
3 dx. dr 


zo 
‘ 


1 
(dr, de) + &[e, @']n.. 0. 


[77 


l 
Demnach hat die Funelion 24 (dr, de) den Ausdruck 


7 


J ( 


‚N 


l 1 
(9) 21(dx, dx) \yy.\de, de), 


— 2 |, 
( u 


und wenn mit zwei anderen Systemen von Dillerentialen dr, dx die Function 


24 (de, de) en'sprechend gebildet wird, so erhält man für das Product der 


beiden Funelionen die Darstellung 


> 


l 4 I > ; 
A, (dx, de). (dx, de) dx, dx 


%y' 
——- 
a,P,u‘ 


——— 


1 
„[&, @118,37710y. yon. (de, de) 


K .p 


Toge! 


In dem Sinne der früher entwickelten Methode werde jetzt jeder Aus- 
druck dy,.dy,; dureh den entsprechenden Ausdruck («, 3) ersetzt, und diese 


Substitulion durch das Einschliessen in eine Klammer angedeutet. Dann kommt 


nach einem bekannten Salze 


H 
S [e, P]n. (dr, de): 


l 2 3 2 3 
(44.(dx, de)), (dx, dx)) = dx, dx). 


Ip 


und in gleicher Weise 


2 1 
> dr, dx). 


3 & 1 3 
(44 (de, dx))(de,dx)) = & [e, P]n.(dx, dx) 7; 


I 
dx, d«) 


} 
I 


Wenn man nun eine neue quadrilineare Form K/(dx, dr, durch die 


folgende symbolische Gleichung definirt 


O0 
ie) 
) 


1 l 2 3 3 2 1 
x) = (4i(de, de) A(de, de) — 44 (dx, dx)i. (dx, dx)). 


dx, d 


2 
I 


(4) Kide, de, 


so ergiebt sich für dieselbe die folgende explicite Darstellung 


| 


7 


(dr,d)). 


Ip 


5 Y 


1 2 3 
= [e, Pl(n.(d, dx) 13 (dx,dx)— 


u,p 


2 1 3 
” \ rr n ö 
9.) K(de,dx,dx,dx) 


3 
u Ye de) 
n„(dx,dx)? 


Diese Form ist nach den früher entwickelten Grundsätzen. 
zeilig genau definirten Bedeutung, zu der Form f de) und 
chungen Y,. = eonst. covariant. In der angeführten Form 


CD Eur} 
Of 


Journal für Mathematik Bd. LXXL Heft 3. 





und in der gleich- 
dem System Glei- 
P(du, du, dx, dx). 
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2 | 
die zu der Form f(dx) covariant ist, selzt man du = dx, du=dr, da = dı 


de = di, und betrachtet die Differenz der beiden quadrilinearen Formen 
2 1 3 2 1 3 
(6.) + Plde, de, de, de) —K(dx, dx, dx, dx). 

Diese Dilferenz, die wegen der Beschaffenheit ihrer Bestandtheile zu 
der Form f(dx) und dem System Gleichungen y, = const. ebenfalls covariaı 
ist, soll durch die Einführung des Systems von neuen Variabeln y, transformir 
werden, in welchem, wie früher, die / Variabeln y, mit den gegebenen 
Funetionen übereinstimmen, die a—/ Variabeln y, beliebig gewählt sind. Zu 
den schon eingeführten Bezeichnungen, welche dieser Substitution entsprechen. 
mögen noch die folgenden hinzukommen: es sei 


old) 1 


> Ay er (dy, dy), 


u 


m 0 dym 


we 





— IE — 
8 e 2. dy,dy, = g( dy), le..|=E, 2 =E,.; 


Oe®g1 
2 1 


3 . 1 3 
P(dx, dx, dx, de) = “2(dy, dy, dy, dy); 
die quadrilineare Form 2, welche zu der quadratischen Form y(dy) von den 


(n—1) Differentialen dy, gehört, werde mit (2(dy,dı dy, dy, dy) bezeichnet; ferner 
habe man 


1 1 
24,(dı,dxe) = Zu (dy, dy), 


1 1 
2u(dy, dy) = = u.dyı dy., 


1 


n.(dx, dx) 


1 
Bi (dy, dy); 

2 1 3 2 1 3 
K(dx, dx, dx, de) = L(dy, dy, dy, dy). 


Nun gelten die Gleichungen 





E.,; ‘ & 
(&, P) = Dr, 5 (dy,dy) = — 2 . > gldy, di dy); 


folglich, wenn der Uebereinstimmung halber für alle Zeiger u (£, 1) ge- 
setzt wird, auch die Gleichungen 


1 1 
5. (dy, dy) = — Eh, a)gı(dy, dy). 


2 1 3 
Es kommen daher für die quadrilineare Form Z(dy, dy, dy, dy) nach (4.) und 
(5.) diese Darstellungen 
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3 2 l 
(7.) L(dy, de; du, pe — (du (dy, r u‘ (di dy) —4u(dy, dy)u(dy, dy)). 


2 1 3 
| L’dy, dy, 3, “y 


8) 
|= x 5 [0,P]E,e)(l,P) lg (dy, de gi die; REN dy) g (ai dy)). 


ER ” 


reoebene Ausdruck der Form 


u 


Ä Der in Bd. LAX, pag. 83 dieses Journals 


2ldy, de. de, du) kann nun mittelst der gegenwärlig eingeführten Relationen 
folgendermassen geschrieben werden 


| £ o ( An) er 
| 12 (dy, d ER, &(a‘ Cd) _ a) ayıay, 
(9.) | © FR 6) de 
2 3 3 2 l 
+22 Da (dy, dy) 9: (dy, dy)—g(dy, dy)gı(dy, dy)). 


und dadurch entsteht für die transformirte Differenz (6.) die Darstellung 


2 l 3 2 l 3 
102 (dy, dy, dy, dy)— L(dy, dy, dy, dw) 


l 
72 Sldy) ;° °9 cd) 
ne lu Di )dyıdy, 


40) | — 48 
\ Ef a 
odyı 0) dyı 


| 
1 2 3 3 2 1 
| AOMER [0,1 (te) (LA) (Ay. dy)g: (dy,dy)—9.(dy,dy)g.(dy,dy)), 
Jetzt ergiebt sich aus bekannten Determinantensätzen, dass der Ausdruck 
(f, )-<1 fo, P](t, e)(l, P), 
sobald £ oder I aus der Reihe der Zahlen von 1 bis / genommen ist, welche 
von den Werthen «, % durchlaufen wird, den Werth Null hat, dass derselbe 
aber, wenn f und I der Reihe der Zahlen von /+1 bis » angehören, den Werth 
ı öE Er 
E Ce E 
erhält. Die zweite Summe auf der rechten Seite von (10.) ist daher nur auf 
die Zahlenreihen {= o, [=r PIERRE, und man erhält die Gleichung 








| 1.2 (dy, ie, 2 ER L(dy, de di dy) 


dy: dy. 





3 
gr Can) _4°% 4) 
3 


11, = 12 
öde odyı 


? 3 3 2 | 
* 2 5 (dy, dy)g. (dy, dy)— g9,\dy, dy)g.(dy, dy)). 
37% 











gan 


re 
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Die rechte Seite derselben besitzt die Eigenschaft, sobald man die sämmtliche 
Dilferentiale der Variabeln y, gleich Null setzt, in die zu der quadratischen 


Form g(dy) covariante quadrilineare Form 4.2(dy, dy, de; dy) überzugehen, 
Also liefert die Transformation der Differenz (6.) das Resultat 


2 1 3 2 l 3 


| ı Plde, en dx,de)— K(dr, dr,dı,dx) 


_ 


l 


2 dy, dy,dy,dy — Lidy,dı dy, Hy, dy). 


l 
De 


12.) 
| 


1.2 (dy, dy,dy; dy) — Lidy, dy,dy,dy) -,0 dad, dy, de): 


u 
Do 


dy. = re dh g, = dy, =. 


Dieses Resultat enthält den Schlüssel des Je OEM der 
; 

Function k(dae,dx) und der quadrilinearen Form Pidx, r B, ee er). Die 

quadratische Form y\dy) ist aus der quadratischen Form f\ dx) durch Hinzu- 


fügung der I Gleichungen y„= const., und die Einführung eines beliebigen 


[94 


Systems neuer Variabeln y, hervorgegangen, und die quadrilineare Form 


2 dy, dv; u * der quadratischen Form g\dy) weist durch die Gleichungen 
2 1 3 
(12.) auf die quadrilineare Form % dx, dx, dx, dx) der ursprünglichen Form 


fıdx) zurück. 
Nach einem in Bd. LAX, pag. 94 dieses Journals aufgestellten un« 


bewiesenen Satze ist die quadrilineare Form (dx, dx, dr, dx) dann und 
nur dann identisch gleich Null, wenn die Form fd.) in eine Form mit con- 
stanten Coellicienten translormirt werden kann. Es verwandeln sich daheı 
unter dieser Vorausselzung und nur unter dieser Voraussetzung die Glei- 
chungen (12.) in die folgenden 


2 1 3 
K(dx, dx, dx, de) = L(dy, de, dy, dy) s 
(13, 2 1 3 m 
le, Sue dy, dy,dy) = 442 dy, di 5; dy : 


57 


l 3 
\ u, ed, =d. 


Hier geschieht der Allgemeinheit kein Eintrag 


g%, wenn man annimmt, dass f(da 


selbst eine Form mit constanten Coelffiecienten ist. Die Gleichungen (19. 
geben nun ein Mittel, von einigen der früher dedueirien invarianten Grössen- 


verbindungen der Form f(d.r) und des Systems von Gleichungen y,= cons! 


nachzuweisen, dass dieselben auch Invarianten der Form g(dy) sind. Für 

















Lipschitz, über quadratische Formen von n Differentialen. 293 


Je 2 ) 3 
liesen Zweck mögen die Coelficienten der Form 2 (dy, dy, dy,dy) mit (0, r, 
o'.') bezeichnet werden, und es möge die zweite Gleichung (13.) diese Ge- 


stalt bekommen 


. 2 I > 3 1 
\ Br r Ss j (u,. Mg zlla.:) dy, dy Kr dy. dy,. ‚dy, dy..— dy, dy, ’ 


) 2 1 ; ; I 
v f ! \/ \ 
| = 4 2 (0,0,7T,T)(dy,dy,.— dy,dy,)(dy,dy.— dy,dy..): 


u 3 ER 
in dem Ausdruck (w,,t..,— it, ,.tt,.,) hat die Einschliessune in die Klammer 
die Bedeutung, dass jedes Produet dy,dy, durch das entsprechende («, P, 
erselzt ist. 
Jene invariantlen Grössenverbindungen der Form fd) und des Systems 


y„= eonst. werden erhalten, indem man die Determinanle 


1-1, ‚trwe,.| Dow), 
Die) = Do" D,w""'1..1D _ 
alba: En D, s B 
bildet. aus den Coeflieienten D’D®’ > rationale ganze Ausdrücke zu- 


V 0 


sammensetzt, welche in Bezug auf die Grössen dy, von einer geraden Ordnung 
sind, und diese Ausdrücke nach einem gewissen Prineip als symbolische Dar- 
stellungen aullasst. Für jeden Werth der Zahl / nimmt hier der Coellieient 5 

0 
eine ausgezeichnete Stellung ein. Derselbe ist gleich einer ganzen Funelion 


zweiter Ordnung der Grössen dy,, und in diesem Falle erfordert das in Rede 


stehende Prineip, dass dy,dy; durch (e,/3) ersetzt werde. Diese Sub- 
stitulion ist schon oben durch Einschliessen in eine Klammer angedeutet worden; 

.. . 1’. D \ . « . 
man erhält somit für (>) die Gleichung 

D, > 
u; D,\ ö’E 
(15.) (= — ze ie Veen 
E J D,/ ee \ 0,Ti  0°%,7 “a or E des. Ges. 


Unter der Vorausselzung, dass die Zahl /=1 ist, oder dass zu der Form 
fidx) nur die eine Gleichung y, = const. hinzutritt. wird dem aufgestellten 
Prineip genügt, indem man den einen Ausdruck dy, durch y(1,1) ersetzt, 
und es geht die symbolische Darstellung in eine explicite über. Die Ele- 
menlarinvarianten der Form fidx) und der Gleichung y, = const. sind dann, 
wie früher bemerkt worden, erstens die Coelficienten gerader Ordnung 


D D 
f \  ' mer 
(16.) D.’ D’ 


und zweitens alle Producte aus je zweien und die Quadrate von den Coeflicienten 





ae er 
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D D . 
ungerader Ordnung Z+ 5» +++» Man kann nun den Beweis führen, das 
0 0 


für jeden Werth von / der Ausdruck (15.) eine Invariante der Form g(dy 
ist. und dass für /=1 die Ausdrücke (16.) Invarianten der Form y.dy) sind. 
2 2 1 3 3 1 
Der Ausdruck (dy,dy,.— dy,dy,)(dy,dy,:—dy, dy,.) in der Gleichung 
(14.) ist gleich der Determinante des Systems von vier Grössen 
1 2 3 1 2 3 
dy,dy,+dy,dy. dy„dy, + dy„dy,, 


l 2 3 I 2 3 
dy,dy,+dy,dy.; dy,.dy,+dy,dy.. 
Man folgert nun leicht aus den früher entwickelten Grundsätzen, dass, wenn 
2 l 3 
in der Covariante (2 (dy, dy, dy, dy) einer ganz beliebig gewählten Form g(dy 
dieser Ausdruck durch den Ausdruck 











Eo,1 Er Er, ee: 1 o’E 
E? E Oey,ı Obgi,1! 
ersetzt wird, die Invariante der Form y(dy) 
_ 1 oE 
(17.) Io=12> (0,0,1T,7) —— 
7 ”0,1T,0°,T' 4 E Oo, C&y,t‘ 


entsteht, deren Werth, negativ genommen, als eine Verallgemeinerung des 
Gaussischen Krümmungsmasses betrachtet werden darf. Durch die entsprechende 
Substitulion wird die linke Seite der Gleichung (14.) in den Ausdruck 


D. ’ u 
(7) aus (15.) verwandelt. Die Gleichung 
D, au 
(18.) (5%) = 10 
[3 D, En . ug 2 
erweist, dass der Ausdruck (7) gleich der Invariante der Form g(dy) ist. 


' En ; D. ; 
die wir mit —I1w bezeichnet haben. Der Ausdruck (5) wird aber dem 
0 


Gaussischen Krümmungsmasse der Form g(dy) gleich. sobald a—1=2 ist. 
In dem Falle, dass /=1 ist, reducirt sich die Substitution -des Aus- 
drucks (e,/) für dy,dy; auch in den Formeln (7.) und (14.) auf die nicht 


symbolische Substitution dy, = y(1,1). Die aus (14.) folgenden Gleichungen 
Kurlaı —Horlar) = 4(0, 0, T, ?') 


( 0,177 0',T' ı o,Ti 


haben nun nicht nur eine symbolische, sondern eine wirkliche Bedeutung, und 


lehren, dass, weil die Form g‘dy) aus einer Form mit constanten Coefficienten 
durch Hinzufügen der einen Gleichung y, = const. entstanden ist, die Coel- 
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2 l 3 
fieienten (0, 0', 7, r’) der zugeordneten quadrilinearen Form 2(dy, dy, dy, dy 
beziehungsweise gleich Determinanten der zweiten Ordnung sind, und deshalb 
durch diejenigen Relationen von höherer als der ersten Ordnung zusammenhängen, 
welche zwischen jenen Determinanten bestehen. Die Ausdrücke (16.) können 
nach bekannten Sätzen durch diese Determinanten der zweiten Ordnung und 


durch die Coefficienten der Form y(dy) dargestellt werden, und weil diese 
2 l 3 
Determinanten beziehungsweise den Coeffieienten der Form (2(dy, dy, dy, dy, 
gleich sind, so werden jene Ausdrücke, welche Invarianten der Form f(d) 
und des Systems y,= const. sind, mit Nothwendigkeit auch Invarianten der 
Form g(dy). Das aber sollte bewiesen werden. 
Wenn man in dem Falle /= 1 voraussetzt, dass f(de)= 42 dx, sei, 


a 


. D,.-ı » . r ne 
so wird u derjenige Ausdruck, welchen Herr Kronecker an dem früher 
0 


citirten Orte als eine Verallgemeinerung des Gaussischen Krümmungsmasses 
bezeichnet hat. Aus dem Obigen folgt, dass dieser Ausdruck für jeden un- 
he) bi 
geraden Werth von » eine Invariante der Form y(dy) ist. Ob das Quadrat 
dieses Ausdruckes, welches eine Invariante der Form f{dx&) und der Gleichung 
’ nd; 
y, = const. ist, auch für einen geraden Werth von » eine Invariante der 


Form g(dy) sei, bedarf einer näheren Untersuchung. 
Bonn, den 9. Januar 1870. 
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Zur Transformation der ternären quadratischen 
Formen. 


(Von Herrn Paul Bachmann in Preslan.) 


Herr Hermite hat in diesem Journal Bd. 47, pae. 315 Formeln ge- 
geben, welche alle Transformalionen einer ternären quadratischen Form in sich 
selbst enthalten. Soviel mir bekannt ist, sind die Bedingungen noch nich! 
angegeben worden, unter welchen diese Formeln nur diejenigen Transfor- 
mationen liefern, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Indem ich diese Be- 


dingungen hier mitltheilen will, beschränke ich mich auf den besonders ein- 


v y . . ri a. v. I\ 
fachen Fall, in welchem folgende Voraussetzungen gelten: Sind f = (} 7 5 | 
‚ _ (A, At, A" En 
und F= \B. BB" 


sollen a, «. a’. A, A’, A’ wuneerade sein: dadurch wird die Determinante / 


) die ternäre quadratische Form und ihre Adjungirte. so 


eine ungerade Zahl, welche aus lauter ungleichen Primfactoren bestehen möge. 
und b, b’, b"’, B, b’, B’ werden gerade Zahlen. Ferner ist AA'A’==3 (mod. 4). 
d. h. unter den drei Zahlen A, A’, A” ist entweder eine oder jede von der 
Form 42 +93. Von diesen beiden Möglichkeiten schliessen wir im Folgenden 
die letztere völlie aus. — 

l. Die Hermiteschen Formeln enthalten drei Unbestimmte als Elemente. 
von welchen man bei einer genaueren Betrachtung der Formeln nachweisen 
kann. dass sie behufs ganzzahliger Transformaltionen ralional zu wählen sind. 
vorausgeselzt, dass die Determinante / von Null verschieden ist. Bezeichnen 
hiernach p, q. q. q' vier ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so nehmen 


die Hermiteschen Transformationsgleichungen folgende Gestalt an *): 


”) Wo in dieser Abhandlung die Ableitungen von f oder F nach drei gleich- 
namigen Grössen vorkommen, bedeuten f oder F stets die Werthe, welche sie durel 
Substitution jener Grössen an Stelle der Unbestimmten annehmen. 
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Ip-Fig,g,gq)A 
Te ( + F+2b'pg — 2b" pg"— PR ae - (2bpg'- 2a’pg'- q- en 
] je 3) 


/ 


7 ' ‘ 7 Z IF " 
-(2a P9 —2bpg q 59 )® . 


\ r > 7 ' ! 7 r 
ıpP—-F(gg,g )X 
u da Y > ah’ a — OF \ & { » fi F f 2] Z iz) 21 Pr X l y' 
| } er ka hi 1 u. PqI gl!‘ (pP : | , pq = ’PI / og di 
/ IE" 
Eh N 7 f », O4 \ „ 
HR2bpg —Rapg—g Ep )®, 
h Es M/, vr 
[p-F(g,g,q X 
| ( oF oF‘ 
= ‘ [7] 2m ER ern RE z) ' 6 „ ' “ , \ „ 
| = (2b pg — ?apg —g- m) H@apg— 2b pg—q ; muB 


\ +(p’+ F+%bpg—?b'pg'—g" en je" 
Hierin sind also p, q. q. g' so zu wählen, dass die neun Coellicienlen zur 
Rechten, welche wir der Reihe nach durch (1). (2)... . (9) bezeichnen wollen. 
durch P=p’—F(g.g,g') getheilt, ganze Zahlen ergeben. Untersuchen wir. 
welche Werthe P haben kann. Aus den Gleichungen aber: 
D+ S)+ (9=4Ap-P, 

a.(1)+5".(4)+b'.(7) = alp’+F)—24g, 

b".(2)+ a'.(5)+ b.(8) = a’ (p’+F)—24g”, 

b .(3)+b .(6)-+a”.(9) = a’ (p+ F)—24g" 
ergeben sich folgende Congruenzbedingungen: 

2) P=0, Rap =2AIg, 2a'p’ =24g”, Zap =24Ag” (mod. P). 


r 


Hieraus schliesst man, dass 44p’, 441g’, AIg”, AAg” und, da p, 9, 9.49 
ohne gemeinsamen Theiler sind, auch 44 durch P theilbar sein muss. Nach 
den Anfangs gemachten Voraussetzungen hat deshalb P die Form 2'.d, worin 
0 ein Theiler von 4, der auch in p aufgeht, und h eine der Zahlen 0, 1, 2 
ist. So finden wir: Damit die Transformation ganzzahlig wird, müssen die 


ganzen Zahlen p, g, q, g' einer Gleichung 
3.) P-Fi,g,g) = 2”. 


Genüge leisten, während p=0 (mod. d) is. Für den Fall a=2 lehren 


ausserdem die Congruenzen (2.), dass p, q, g’, g’ ungerade sein müssen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 3. 33 
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Umgekehrt. wenn für einen oder den andern Divisor d von 4 die 
Gleichung (3.) in der erwähnten Weise auflösbar ist. so geben die Zahlen 


P, 9, Q, q eine ganzzahlige Transformalion. — In der That, aus der Glei- 
chung (3.) und wegen p==0 (mod.d) folgt auch Fiqg.g,.q ) -- OD (mod. 


J 


Nun besteht die Gleichung *) 


\ F(xz, &,x").F(g,g',q') 

(4.) n 2 

2 (- -(w.! WE 1.fag ag, g-ag" age 

— N u h . 03. ar ; .9 r . \« . u .L ER Pr - 
Zune 1 907) 1 =a g,@ goag „ag oag 
und ergiebt für alle ganzzahligen x, x’, x” die Congruenz 
oF ’ Ö IF oO F 
2.41-—te2.1-—ı2"1- :0 (mod.d) 
rn oq u ög' - öq" 
und folglich 
. oF oF cF Ä 
(9.) 1 — 0, 1 — 0, 3 — 0  (mod.d). 
A oq * oq = og 


Ist nun zunächst A=0 oder A = 1, so sind nach diesen Congruenzen di 
öF 6öF Ar 


Grössen —, —. — durch / iheilbar, ferner auch die in 2p multiplieirten 
0oq oq og 
Theile der Coeffieienten, endlich auch p-+F=?2p—P. — Ist dagegen h=2, 


I) 


so werden, wenn p, q, qg, g eine Auflösung der Gleichung (».) in unge- 
raden Zahlen bedeuten, während die in b, 5b’, b’ multiplieirten Theile der 
Coelficienten offenbar durch 4 aufgehen, die andern Theile das Doppelte der 
Summe zweier ungeraden Zahlen, indem 


57 = = Ag+ B"g+ Bid", 157 — B’g+ Ag’ +Bg”, I — B’g+Bg’ +4" 
ungerade sind. Also sind die Coeffiecienten. welche, wie zuvor. durch d theil- 
bar sind, auch durch 4 und folglich durch 40 = P theilbar. 

Es ist jedoch zu bemerken, dass der Fall A=2 bei unsern Voraus- 
setzungen nicht in Betracht kommt. Sei zuerst 4==1, d. h. ad’a =3 (mod.A): 
setzt man a=2a +1, «—=2e' +1, a’ —=2a" +1, so ergiebt sich + «@'+«" == | 
(ımod.2.. Soll et die Gleichung p’—F(qg,g,gq')= 40 eine Lösung in 
ungeraden Zahlen p, q, g', a zulassen. so muss, da d ungerade ist, die 
Congruenz p—Fiq,q,gqg )== 4 (mod.8.) bestehen; folglich muss sein 

r@ g.qg) 5 oder A+4A’+4A"+2(B+B'+B", = 5, 


*) S. meine Ablı. in diesem Journal Ba. 70 pag. 366. Es sei hier bemerkt, das 


in derselben unter (P,q,r) eine eigentlich primitive Form zu verstehen ist, deren 
Determinante zu I prim ist, 











Lo ee 
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u“ « 


was nach einfachen Reductionen in aad+aa'+a'a o (mod.8) oder in 
o+D(@ +1)’ +1) = aaa +1 (mod.2) übergeht. Die beiden Congruenzen 
mod.2) erfordern aber, dass «a, a’, a”, folelich auch A, A’, A’ von der 
Form An+95 sind. — Ganz ebenso findet man, dass für den Fall / 3 (mod.4) 
die Coellicienten a, a’, a’ von der Form 4n-+1!. also A, A’, A" wieder von 
der Form Ar-+93 sein müssten. Nach unsern Vorausselzungen können daher 
ungerade Auflösunsen der Gleichung (3.) nieht exisliren. 

Das erhaltene Resultat lässt sich so aussprechen: Man erhält alle yanz- 
sahligen Transformationen, wenn man für p, q, gq, g alle diejenigen Auf- 


lösungen der Gleichung P—Fq,.g.q')=:2".d wählt, bei welchen p 0 (mod. d 
ist. Diese Gleichung vertritt die Stelle von mehreren, welche erhalten werden. 
indem für h jeder der Werthe 0, 1, für d jeder (positive oder negative) Di- 
eisor von I gesetzt wird. -— 

2. Herr Hermite hat bereits bemerkt (a. a. ©. pag. 324). dass die quater- 
näre Form S?—F(r, x, x") die Eigenschaft hat, durch Multiplication sich zu 
reprodueiren. Man beweist dies leicht, indem man dem Producte 

[?—-F(e, 2, 2")).[?—F(y,y',y")] 
mit Hilfe der Formel (4.) die Form giebt 


Ä Bi 2 | 
en WE N A E Fe ia RE - Pr Pe. JA - Ei a 
(&r +r-4 ;p 70030 +2 +1 3") IFinc+Ssy,ne+Sy,ne+Sy')+4A.f(s,s,s")]. 


in welcher 
En‘ 0 N. ' A 2 2} ! ! 
6.) s=zy-ıy, s=ry-ıy, s =y-—-zcy 
gesetzt ist, und indem man in dieser das sublraclive Glied gleich 


2 


4 '- ' \- f ! ! > ! t IN 
F (74 Sy t, IE +&y r { ‚2 7 Sy T { f 


zu machen sucht dadurch, dass man der Gleichung 


u e \ oF 2% n ge A\ oF ı fe 7 Guss 7 oF 
ne t2syHt) a, + aneH2sy HE) + (ne Hr HE) 
= I.fia,#,e') 


Genüge leistet. Setzt man nun 








(% ) { en a f ei of f' re of 
rc #9 2 0s' ? 2 ost” 
so ergiebt sich 
OF oF N oF Pr 
= 1 —/ E 
7 Ba ey Dal E32. 2 


und da andrerseits 


as+ as’ +r"s' RR 0, ys+y's’+y"s' vu 0 
st, so leisten die Werthe (7.) für £, t, €’ der Forderung Genüge. 
38 * 


\ 
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Es besteht also folgende Gleichung 
8) [S-Fa,e, 2). -Fyy,y")])=$ 
wenn man selzt: 
A TER | 


| E — & x 5 cz r [ or; = Mh . A FE er x E H er‘ 
9 Sr Teer ar 
3 of ’ ' uf: of Z 7 mM, of 
- 1 - — / - - — / » = l ' 
Is=na + y4+1%, senctsyty, "tert 


3. MitlHülfe dieses Resultates können wir nun zeigen, dass man für ein be- 
siimmtes System h, ö sämmtliche Auflösungen der Gleichung p’—F\q,g,g )=?'.) 
bei welchen p 0 (mod. 0) ist, erhält, indem man irgend eine derselben mi 
immtlichen Auflösungen der Gleichung 

(10.) F-F(u,uw,u) = 1 
nach der vorhergehenden Regel zusammensetzt. 

In der Thal, erstens ist offenbar, dass man auf diese Weise nur Aul- 
lösungen der Gleichung (3.) von der bezeichneten Art erhält. Denn setzt maı 
E-Fa,u,a)).[P—Flgg,g)] = p-Figqs 9» Qi), 

so wird 
OF | yo Fur SR. 


1, = pru4—— +u-4 +Uu °: 
Pı pP “og r = og u og" 





Folglich bilden p,, 91» Yı, g, eine Auflösung der Gleichung (3.), bei welche 
da p == 0 (mod. d)) angenommen ist, nach den Congruenzen (5.) auch p, = 
(mod. 0) ist. 

Zweitens lässt sich zeigen, dass aus je zweien der bezeichneten Aul- 
lösungen der Gleichung (3.) eine Auflösung der Gleichung (10.) abgeleite 
werden kann. — In der That, wenn p, q, q’, Q’; Pı> 41, Jı, Qı Zwei solche 
Auflösungen sind, so erhält man 


11) [m=F (gr > 9)]-[P—Fl—q, 9’, —q")] = P2— Fig, 9) = 2". 


wenn man selzi: 








oF ., oF 
| P: = PPı- (q-4 gt 2 g rq- 1: 
En en of Be of _ 
(12. Qp= AITPHTI ZT gg)’ 1 = PITPHr SZ — ag 
. ie of 
BEAT I gg) 


Nun findet man, unter Anwendung der Formel (4.), den Voraussetzungen 
nach leicht folgende Congruenz: 


fd -g 97 ng »gm-gg) zZ 0 (mod. d). 
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Setzt man zur Abkürzung die hierin enthaltenen Argumente gleich 


».3, 3. und 
u=gctgetge, veetnetqnz, 


so findet man für irgend welche ganze Zahlen x, x’, x” die Gleichung 


F(x'3 —x"z,2"3 — 03”, 23'’— x'z) 
Y/ ' m. ‘ oF i oF oF u _ » 2 
Ft E ö, +q.3om)tw.f I» I» 9ı 
1 


2 


' . * ; . 
also welches auch &, x, x” sein mögen, die Congruenz 
A ! 


Y rn ER ; „ 
Fıez —x 3,2 3—.z',23—xz) = 0 (mod.0). 


Aus der Gleichung 


= (z.! I} e. ar +7 1 (23 —a2 3,0 3-13 ,7 


0% 0% DE 4 


folgt also für alle ganzzahligen x, x’, ©" die Congruenz 


of of ( \ 
»2.4- [ +c'.4 =. +". st 0 (mod.d) 


„N 





”G3 O2 0% 
und folglich 
I un. Inn => 0. 1- Ar, nd p re 0. ı 0, ; wu Te V ( mod. d) 
1, — gg.) old" 49.) + 999,14) 


Hiernach lassen die Gleichungen (12.) zunächst erkennen, dass ps, 92» 1» 1 
den Theiler d gemeinsam haben. 
Sie haben aber auch, wenn h=1 ist, den gemeinsamen Theiler 
Um dies zu beweisen, müssen verschiedene Fälle unterschieden werden, je- 
nachdem q, q’, q’ den Grössen ı» Q, resp. gleichartig oder ungleichartig 
€ 19:9 i n Gı> 91, Qı resp. gleichartig oder ungleicharlig 
sind. Da in allen der Gang des Beweises derselbe bleibt, beschränken wir 
uns hier auf die genauere Betrachtung desjenigen, in welchem 9,==9, 1 = 4. 
n =g+1 (mod.2) sind. Da 
I. N/ ' " 2 nf ! aa \ 
pP-Fig,g)=R), pi—-F(q, 9 9) = 20, 
lindet man 
2 ' 7 BERSER ? e n ı? ionier 
pı-Fia, m: ı)zp-(d+g tg )—1 =—(, 
2 ee 2 ZE ie 
p-Fa, g, q)=zp-(d+g - ı =) 
also, pP =p-+1 (mod.2). Daraus folt =: =g+g, P =p- er (mod. 2). 
N m _ım 
Ist nun p gerade, also F(g,g',q') Mr Ag +Ag’+A = =? (mod.4), 





so ist p, ungerade, also F(q,g1.g,) oder Ag+Agq+A'y =3 (mod.A4), 
was mit Bezug auf die Voraussetzungen auch so geschrieben werden kann: 
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Ag+AgQ+A"g +4" 2 +1) = 3 oder A’(2g” +1) = 1 (mod. 4). Wäre A" =3 
(mod.4), so müsste g” ungerade sein, woraus Ag +Ag 3 (mod.4) foigen 
würde; dies ist nur so möglich, dass noch eine der Grössen A, A’ von der 
Form 4n+3 ist, gegen unsere Vorausseizungen. Man müsste also A" 1 
(mod. 4) vorausselzen, wo dann g” und folglich auch g, gerade würde: ferner 
muss Ag’ +A'g == 2 (mod. 4) sein, was nur dann möglich, wenn q, q’ un- 
verade, folglich g, und g, gerade sind. Da so 9. 9» q. gerade gefunden 
sind, muss es auch p, sein. Wird aber p ungerade vorausgeselzt, so ist p 
gerade, und man gelangt zu denselben Resultaten, wenn man von der zweiten 
Gleichung ausgeht. 

Wir haben im Vorigen bewiesen, dass pP. 9» 9» 9 durch 2.) 
theilbar sind. Schreibt man daher gi den Gleichungen (12.) für jene Grössen 
resp. "0.t, du, du, 2" d.w", so bestimmen diese Gleichungen eine 

„ 


Auflösung der 10. ‚ in ganzen Zahlen £, «, «, «". 
Drittens erhält man aus den Gleichungen 12) ) Saale die folgenden: 








B ' OF %, h OF u oF 
pı = Ip+tu.; es U. ae 2 ZgM 
u. ME 
= tq+pu- ’ 
I .. oa d"— ug) ? n=ig+put: (u"g— ug") ? 
Zi of 





Tı = Id’ + pu u o(ug'— wg)’ 
welche zeigen, dass die Auflösung p,, 91, 9ı, 9ı der Gleichung (3.) aus der 
Zusammenselzung der Auflösung p, q. q, g derselben Gleichung mil der 
Auflösung f, «, w, «” der Gleichung Bin vorn der Formel 

pi Fig» 9,91) = [Ü-Fiu, W, w")].[P—F(g, gg) 
erhalten werden kann. 

Somit ist der Satz vollständig bewiesen. — 

Der zweite Punkt des Beweises, den wir rein arithmetisch gegeben 
haben. lässt sich auch aus den Trausformationsgleichungen folgendermassen 
ableiten. Man bezeichne mit S die, durch die Gleichungen (1.) definirte 
Transformation der Form f in sich selbst, während p, q, g, q' eine be- 
stimmte Auflösung der Gleichung (3.) auf ein gegebenes Werthsystem h, ! 
bezüglich bezeichnen. Ist S, die ähnliche durch eine Lösung p,, 91, 91+ 9 
derselben Gleichung bestimmte Transformation, so erhält man durch successive 
Anwendung von 5 und S, eine neue Transformation von f in sich selbst: 


und zwar zeigt eine genauere Untersuchung, dass man die zusammengesetzt 


mn » . v . \ “e 5 . ' " 
Iransformation aus den Gleichungen (1.) erhält, indem man darin p, q, 4:49 
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durch diejenigen Grössen p:, q » 9, g, ersetzt, die nach der Regel der No.2 
durch Zusammensetzung der Ausdrücke 

2 v/ ' In 2 ” ' , e p) . ’ ! 

p-F(a,g9.g) und p-Fiq.qg,.g) in m-F(4.4,9 ) 
erhalten werden. Den grössten gemeinsamen Theiler, welchen p,, 9» 92» 
etwa haben, bezeichnen wir mit d, und setzen p —=dt, = du, =du',gq;, du‘. 
Dividirt man die Gleichungen (1.) durch d’, so erhält man ein ähnliches 
System von Gleichungen, in welchen p, q,. gq’, q' durch t, «, w, a ersetzt 


sind, und welche die zusammengeselzte Transformation S.S, darstellen. Der 
2, N 
e ö | 4 i Bi . 
Ausdruck P—F(uw, w, wa"). dessen Werth eleich 1 ist. muss also von der 
„u, g RE 


7 ‘ fh‘ \f . ’ \r . r . . , r . 
Form 2".d’ sein, wo W=0 oder 1. d’ ein Theiler von .4 ist. was nur möglich 





ist, wenn ’=0. öd’=1. Der grösste gemeinsame Theiler d ist also gleich 
2.0, und t, a, «, a" eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung (10.). 

4. Als Resultat dieser Untersuchung können wir folgenden Satz 
aussprechen: 

Dezeichnen wir mit S,. Si. 85. ... die, stels in endlicher Anzahl vor- 
handenen singulären Transformationen, welche aus den Gleichungen (1.) ent- 
stehen, indem man darin für p, q. q, qg je eine Auflösung der Gleichungen 
con der Form p—Fiq,g.,q)=2'".Ö setzt, deren p durch Ö theilbar ist, mit 
T aber die Transformationen, welche den sämmtlichen Lösungen p, 9, 9:9 
der Gleichung p—Fig,g,q )=1 entsprechen, so zerfallen alle möglichen 
ganzzahligen Transformationen in die Gruppen: 

2.0 1.8, 1.5, 

Nehmen wir als Beispiel die Form «’+x2"— x", deren Adjungirte ihr 
selbst gleich ist; da ihre Determinante gleich Eins ist, zerfällt die Gleichung 
(3.) hier in die vier folgenden: 

ds) e--g"+g"= 1, 13°.) pP-g-g+g"= 2 
I) Er", 13%) P-f-g"rg"=-2 
Man erhält daher alle Transformationen der Form =’+2"—x"* in sich selbst 


mittelst folgender Formeln 


| Pfr N)A 
= (P-d+gQ-g)c—%pg +gg)e—Rpg +gg)x 
(P-- HE )XA 
= 2(pg -qg)a+(P +) +2ep-gg)«, 
WHEN) T 
= —p gg )cHr2 (pe +) + PH Hg )ec", 


[zZ 


(14.) 


_ 








f: 
| 
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wenn darin für p, q, g’, g' alle ganzzahligen Auflösungen der Gleichungen 


13.) substituirt werden. Der Auflösung p=1, q=0, !=0. J"’=-—1 de 
0,1, 0\ 

Gleichung (13°. ) entspricht die singuläre Transformation S= -1,0,0\ 
0,0,4 


Jede andere, einer Auflösung dieser Gleichung entsprechende Transformation 
muss also erhalten werden können. indem man S mit einer der Gleichung (13°. 
entsprechenden Transformation zusammensetzt. So ergiebt sich in der Thai 


Pe OpER TORBE 
für p=3, qg=4, g=0, q’=3 die Transformation SS =| 9, 8 12) 
412, 12, 17. 
und es ist $,=T.S, worin T die, der Auflösung p=0, q=2, =—2, g’=) 
a. Ba ih a 
der Gleichung (13°.) entsprechende Transformation | 8, — 9, 12 ) bezeichne! 


2. ER 12, 17/ 
jemerken wir ferner. dass aus einer Auflösune »—=p.. 4= g=y 
z y “ aA.2o < Ne, / Bi n .n I — Di» = gu» ] 1 
q = g, der Gleichungen (13‘.) und (13°) sofort die Auliösung p= ga. 9=p.. 
q = 1; 7 =g, der Gleichungen (13°.) und (13°.) resp. sich ergiebt, so 
finden wir leicht, dass die den Gleichungen (13°) und (13°.) entsprechenden 
Transformationen resp. aus den zu den Gleichungen (13°) und (13°.) ge- 


hörigen erhalten werden, indem man x’, x’ in — x’, —x” verwandelt, d. | 


i 


u De 
mittelst der Transformation s,=(0, —1, 0) Hiernach erhält man all 
wW 9-1 


Transformationen der Form x’+x”— x” in sich selbst mittelst der Formeln 
ı, 7.5, TB 7.3.8: 

Betrachtet man aber die der zweiten und vierten dieser Formeln ent- 
sprechenden als unwesentlich von den andern verschieden, so kann man sagen: 

Man erhält alle Transformationen der Form x’ +a"— x" in sich selbs! 
mittelst der Gleichungen (14.), wenn darin für p, q, g, g' alle ganzzahligen 
Auflösungen der Gleichungen (13°.) und (13°.) substituwirt werden. In diese 
Form ist unser Satz, wie leicht zu sehen, mit dem in Gauss’ op. II pag. 311 
befindlichen identisch; in der That, von den dort unterschiedenen beiden Arten. 
die Gleichung ed—/Py=1 zu befriedigen, entspricht die erstere der Gleichung 
(13°). die zweite der Gleichung (13°.). 


Breslau, im November 1869. 
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Ueber eın Randintegral. 
(Von Herrn F. E. Prym in Würzburg.) 





Eine Menge wichtiger Eigenschaften, die den von mir in Bd. 70. 
Heft 4 dieses Journals aufgestellten Functionen #-+ vi zukommen, kann, nach- 
dem zuvor bestimmte einfachste Formen dieser Functionen als Normalformen 
fixirt sind. erhalten werden durch die Betrachtung einer gewissen Ari 
von Randintegralen. Um bei späteren Mittheilungen nicht immer wieder von 
neuem specielle Fälle dieser Randintegrale betrachten zu müssen, soll hier 
für dieselben die allgemeinste Form gegeben und behandelt werden 


R. 

Gegeben sei eine Fläche T” von ähnlicher Beschaffenheit wie die in 
art. 1. und 2. meiner eben erwähnten Arbeit gebildete Fläche T”. Die y 
Schnitte e und die r nach den r Punkten & führenden Schnitte / seien so 
sezogen, dass dieseiben in der Ordnung Cıy Ery 2.05 Op; babe 2. 4 su 
einanderfolgen, wenn man ihren gemeinsamen Mündungspunkt positiv (d. h. 
umgekehrt wie der Zeiger einer Uhr) umkreist. Die in den erwähnten Ar- 
tikeln getroffenen Bestimmungen und gewählten Bezeichnungen lasse man 
sämmtlich ungeändert bestehen, und füge die folgenden neu hinzu. Den ge- 
meinsamen Mündungspunkt der drei Schnitte a,, b,, ce, bezeichne man fünlfach 
als p,, 9,, r,, s,. £,, jenachdem man sich in dem einen oder andern der 
fünf, von den drei Schnitten dort gebildeten Winkelräume befindet. Den ge- 
meinsamen Mündungspunkt der p Schnitte e und der r Schnitte 2 bezeichne 


man p-+rfach als 71,5, Na, »..9 Tlpy Ay, Ans ..., A,, und zwar als n,, wenn 


man sich auf der positiven Seite des Schnittes e,, als A,, wenn man sich aul 
der positiven Seite des Schnittes /, befindet. Man scheide dann die sämmt- 
lichen r Punkte &,, &, . ..,. &, durch r Curven k aus der Fläche T” aus, 


r 


allgemein den Punkt &, durch eine, weder sich selbst noch irgend eine der 

r—1 übrigen Curven k schneidende Curve %,, die man von einem Punkte 9, 

auf der negativen Seite des Schnittes /, durch die Fläche T” um den Punkt 
€, herum bis zu dem, dem Punkte 6, entsprechenden Punkte 7, auf der po- 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 39 
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sitiven Seite von /, zieht. Der Punkt o, und die Gestalt der Curve %, seieı 
zunächst so gewählt, dass dieselbe, wenn &, ein Verzweigungspunkt ist, keinen 
weilern Verzweigungspunkt der Fläche T”, dass dieselbe dagegen, wenn : 
kein Verzweigungspunkt ist, überhaupt keinen Verzweigungspunkt mit den 
Punkte &, zusammen einschliesst: und ferner so, dass wenn der Punkt &, in 
Endlichen liegt, die Punkte der Curve A, alle denselben Abstand vom Punkt: 
&,, wenn dagegen der Punkt &, im Unendlichen liegt, die Punkte der Curv: 
k, alle denselben Abstand vom Punkte z= 0 haben. Diesen Annahmen ge- 
mäss wird also die Curve k,, wenn &, ein v— 1facher Verzweigungspunli 


ist, sich »-mal kreisförmig um den Punkt &, winden müssen, um vom Punkt: 


E 
o, zum Punkte 7, zu gelangen, dagegen nur einmal, wenn &, kein Ver- 
zweigungspunkt ist. Bei der Curve k, nenne man die dem Punkte &, zuge- 
wandte Seite die innere, die andere die äussere, und das, durch diese Curv: 
aus der Fläche T’ ausgeschiedene, den Punkt &, enthaltende Flächenstück die 
Umgebung des Punktes &,. Denjenigen Theil des Schnittes /,, der sich von 
dem gemeinsamen Mündungspunkte aller Schnitte e und / bis an die Curve 


Die neue Fläche, die aus der Fläche T” durch 


ik, erstreckt, nenne man |,. 
Ausscheidung der r Punkte & vermittelst der Curven %k entsteht, und die eben- 
falls einfach zusammenhangend ist, be- 
zeichne man als Fläche T*. Derselben 
fehlen Flächentheile, die der T” ange- 
hören. Ihre Begrenzung wird gebildet 
von den beiden Seiten der Schnitte 
a, b, ec, Ü und von den äusseren Seiten 
der Curven k. Längs dieser Begrenzung 
markire man die positive Richtung des 
Durchlaufens durch Pfeile. Man be- 
merke, dass dabei die aus T” ausgeschie- 
denen, nicht zu 7’* gehörigen Flächen- 
theile, oder, was dasselbe, die Punkte & 
negativ umlaufen werden. Die neben- 


stehende Figur veranschaulicht eine 





solche Fläche T*. ’ 

Zugleich mit der ursprünglichen Fläche T” seien gegeben zwei Functionen 
der complexen Variable 3= x-+yi, die eine, & die andere, mit folgenden 
Eigenschaften. Mit Ausnahme der r Punkte & sollen die Functionen in der 
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sanzen übrigen Fläche T” allenthalben einwerthig und stetig sein. In dem 
Punkte e, (oe =1,2,...,r) sollen » und & unstetig werden. und zwar in der. 
Jurceh endliche Ausdrücke von der Form 





pP, (r,) = L, In N, + L,ı Tr. u= L.: r: n- ... + Ba Pe . 
4 0 ’ e !.° 

0 EN A. 1 

g,ıt) = Linr,+L, er 4 L.: = eo 4 L.. 
) M ’ r? 


resp. characterisirbaren Art, so dass die Differenzen »—g, (r,) und gr, 
für den Punkt &, stetig bleiben. In diesen Ausdrücken bezeichnen die Z und 
I’ Constante, m, und z, ganze Zahlen; r, hat die im art. 2. meiner erwähnten 
Arbeit angegebene Bedeutung, und es muss für den Fall, dass’, ein »— Ifacheı 
Verzweigungspunkt ist, noch der Werth von r, in einem Punkte der Um- 
vebung von &, festgesetzt sein (was auf v Weisen geschehen kann). dann ist 
r, für die ganze Umgebung von «, einwerthig bestimmt. Die Werthe von w. 
o in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite 
der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, ec, ! gebildeten Begrenzung der 
Fläche T”, die man durch w' und ©”, &* und «” bezeichne. sollen in 
der Weise verknüpft sein, dass allgemein für v=1,2,....p; oe=1.2....,r 


längsa, {vo = A,u+A,, w' = A, 0 +A) 


v> 


längsb, {wo =B,w+B,, w*=B,o +B,, 


} 


\ 4 ir 


längse, ot =w”+4,, or = +4,, 

längs I, {v* = w"— 2nil,, wor =wW=—Rnil,, 
wobei die A, A, A’, A", B, B, B', B’, 4, 4’ Constante bezeichnen, und 
die 2p Producte A,A,, B,B, (v=1,2,...,.p) sämmtlich den Werth 1 be- 
sitzen sollen. Functionen ®, & mit diesen Eigenschaften kann man. neben- 
bei bemerkt, in unbegrenzter Anzahl erhalten durch Integration von in 7’ ein- 
werthigen Functionen der Variable z, die für eine endliche Anzahl von Punkten 
in T’ unendlich von angebbarer Ordnung werden und beim Ueberschreiten 
der Schnitte a, b constante Factoren annehmen. Der speciellere Fall, wo 
ein Unstetigkeitspunkt von w nicht auch zugleich ein Unstetigkeitspunkt von 
« ist, oder wo eine der Functionen oder auch beide allenthalben endlich 
sind, ist in dem obigen allgemeinen Falle mitenthalten, insofern als für jede 


der Constanten Z, L’ in den Ausdrücken y, y, ohne Störung der weiteren 


Entwicklungen, auch der Werth Null zulässig ist. 


39 * 
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Aus den bis jetzt erwähnten Eigenschaften der Functionen ®, @ ergehe, 
sich durch bekannte Schlüsse die folgenden als secundäre. Zwischen den 
ın die Grenzgleichungen (@.) eintretenden Constanten existiren nothwendi 
(vergl. m. Arbeit Bd.71, Heft 3, art. 1) die 2p+2 Relationen 


v—% 0=1 
\24,-2i 2 1,=0, 4,=B,(4,—1)-4, (B,—1), 


(.) ee,...,; 
le; e=r — — I) R 
i v ‘ * 7 ! Hy Eee, 
24,—-2i 2 L,=0, 4,=B}(4,-1)-4,(B,-1), 


“ 


Da die Differenzen — gy,(r,), @—Y,(r,) in dem Punkte &, stetig sind uni 
beim Ueberschreiten des Schnittes /, ungeändert bleiben, so haben dieselben. 
wenn man sie für die Umgebung des Punktes &, als Funelionen von r, be 
trachtet, bis zu einem endlichen Modul von r, den Character einwerthige: 
und stetiger Funelionen der complexen Variable £=r,. Setzt man also fü 
die Umgebung des Punktes «, (dem immer der Werth r, = 0 entspricht) 


F u en gr \ 4 p — f . 
W— p,\T,) an AUIE W—@, (? e) us YW, (7,) 9 
so lassen sich die Funclionen w, w bis zu einem endlichen Modul von 
darstellen durch Reihen von der Form 


vr) = cuteur, tc,r tc,r +: 
Fon Co T Co oT 02 oT 030 ’ 


Y(r,) > Cut Cart Cart Cart"; 
wobei die c, e Constante bezeichnen. Nach den über die Curve 4, vorher 
getroffenen Bestimmungen kann man dieselbe als mit all ihren Theilen in den 
Grebiele liegend ansehen, für das die obigen Reihenentwicklungen gelten. Es 
werden also »® und © in dem, durch die Curve k, aus T” ausgeschiedenen 


Klächenstücke und auch noch auf der Begrenzung %k, desselben dargestellt durch 
/ / / 
v=9@,(r)+WY,(r,);: =g,lr,)+ Wr); 


wobei y, $, w, w die aufgestellten Reihen bezeichnen. 
Nach diesen Vorbereitungen betrachte man das Integral 


J = / wdu, 
R 


ausgedehnt in positiver Richtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der 
Schnitte a, 5b, ce, !’ und den äusseren Seiten der Curven k bestehende Be- 
grenzung R der Fläche T*. Da die Functionen ®, & in der Fläche T* 
allenthalben einwerthig und stetig sind, indem diese Fläche die r Punkte : 
nicht mehr enthält, so hat nach bekanntem Satze das obige Integral, ausge- 
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dehnt über die ganze Begrenzung dieser Fläche, den Werth Null. Dasselbe 
ist aber auch gleich der Summe der Integrale, die erhalten werden, wenn 
man der Reihe nach über die einzelnen Begrenzungstheile integrirt. Die Aus 
führung dieser Integration liefert zwischen den Constanten, die das Verhalten 
der beiden Functionen ®, & an der Begrenzung von T” und in den Unstetie- 
keitspunkten & characterisiren, eine merkwürdige Relation, deren Herleitun; 


der Zweck der vorliegenden Arbeit ist. 


2. 


Das Integral J kann man zunächst in zwei Integrale J, und ‚J, zei 
iegen. von denen das erste sich auf das System der Schnitte «a, b, e, das 
zweite sich auf das System der Schnitte ! und der Curven % bezieht. Das 
Integral J, kann weiter als Summe von p einfacheren Integralen S,(v= 1,2,.... p 
aufgefasst werden, von denen das dem Index » entsprechende in der Richtun; 
der Pfeile über den Theil der Begrenzung der Fläche T* zu erstrecken ist 
der von den beiden Seiten der drei Schnitte a,, b,, ce, gebildet wird. Da 
Integral J, dagegen kann als Summe von r einfacheren Integralen T, (o=1.2,..., 
betrachtet werden, von denen das dem Index go entsprechende in der Richtung 
der Pfeile über den Theil der Begrenzung der Fläche T* zu erstrecken ist 
der von den beiden Seiten des Schniites /, und von der äussern Seite deı 
Curve k, gebildet wird. Da ferner bei der Ausführung des Integrals 5 
längs jedes der drei Schnitte a,, b,, c, zweimal integrirt wird, einmal aul 
der positiven, das andere Mal auf der negativen Seite, und die Richtung deı 
Integration auf der negativen Seite immer genau entigegengeselzt ist der Rich- 
tung der Integration in den entsprechenden Theilen auf der positiven Seite. 
so kann man die beiden, auf die positive und negative Seite bezüglichen Theile 
von S, durch Zusammenfassen correspondirender Elemente in ein einziges In- 
tegral vereinigen, das nur über die positive Seite zu erstrecken ist. Dieselbe 
Betrachtung ist anwendbar auf denjenigen Theil von T,, der sich auf die 


beiden Seiten des Schnittes I, bezieht; man erhält so schliesslich: 
0=J= It, 


Io du* — wdo!, 


v—=p => 74 
1=28,=Z3 / 


V 
vl ya 


[a,; b,, c,]* 


Gn m vw ’ / n 
= ZETn=E&|/ |o*du* — w"du | +/ wdu]. 
E @ 14 A 








H 
7 
s 
i 
E 
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wobei also jetzt das Integral 


+ 
5, = / "wrdut-wda” 
la, ; b,, c,]? 
einmal über die positive Seite eines jeden der drei Schnitte a,, b,, e, von 
Anfang bis zu Ende in der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, und ebens 
das. als Theil von T, auftretende Integral 
’+- 
/ \o*do+ — w do” | 
l'+ 
4 
einmal über die positive Seite des Schnittes /, von Anfang bis zu Ende iı 
der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, während zugleich w*, w” die 
Werthe der Function ® in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, dw‘ 
des die Aenderungen bezeichnen, die w* und @” gleichzeitig erleiden, wen: 
man auf einem der Schnitte a,, b,, e, oder /, in der Richtung, die die Pfeile 
auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. Das Integral $ 
soll zunächst berechnet werden. 

Aus den, unter (@.) aufgestellten Grenzbedingungen ergeben sich, mi! 
Berücksichtigung der Gleichungen A,A,=1, b,b,=1, die folgenden Relationen 
längs a, {det = A,do”, w+do+* = w dw + A,dw*, 
längs b, {do* = B,dw”, w*dwo* = w" do" + B,dw*, 

/ BER FR 4. 
,„ vtdot =w do + 4,do*. 
Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der Differenzen 
+ + BE Ponen 
[v* du —w dw}, 


längs ce, {do* = do” 


ausgedrückt durch do* allein, und führt dieselben in das Integral S, ein. so 
folet: 


E af "dd* + Bi v "dur + 4, [aw*. 
a+ b+ c+ 


Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes «, in der Richtung 
der Pfeile führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte q, zum Punkte 
s,. ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes b, in der Rich- 
tung der Pfeile vom Punkte f, zum Punkte r,, endlich ein Durchlaufen de: 
ganzen positiven Seite des Schnittes c, in der Richtung der Pfeile vom Punkte 
s, zum Punkte 7,. Bezeichnet man also den Werth der Function & in irgend 
einem Punkte 5 der Begrenzung abgekürzt durch w;, so ergiebt sich 


4 ' Er 7 ' E12 ) —(W 
Ss, = A,(@, 3 rB,(®,, rI,(@,, ©.) 
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In Folge der Grenzbedingungen (@.) sind die Werthe der Function « 
in den vier Punkten g,, r,, s,, £, mit dem Werthe der Function ® im Punkte 
», verknüpft durch die Gleichungen 


’ er „ ne; ı z 
[67 = A ,‚o A j W — > u B 
g, O,, +4,, 8 B,0, -B,, 


4 rn Tu 4 2 ur; D 4 Dig 
= A,o, +4, = 4,8, WR +4,B,+A,, 


v 


o, = B,o,+B, me: Au: @ +B,A,+B, 


Führt man diese Ausdrücke in die letzte Formel für S, ein, so wird 
/ har N M m N ’‚ Re f ' 
S, = 4,0, +A4,A,B/—B,B,A, —4,(A,B/+A, 


+[B/B,(1—-4,)— 4,4, (1—B,)—4,B,4,]@, , 


und man erhält so schliesslich, indem man berücksichtigt. dass den Relationen 
(@.) zufolge der Coeflicient von W, auf der rechten Seite dieser Gleichung 


y 


den Werth Null hat, für den Werth des Integrals S, den Ausdruck 
S, = 4,0, +4,4,B/— B,B,A/ —4,(4,B/+A,) 


Der von w freie Theil dieses Ausdruckes soll im Folgenden abgekürzt durch 


C, bezeichnet werden. 


3. 


Im Vorigen bezeichnete T, den Ausdruck 


T, = / {o*du* —w du I+/ "wdw. 
k, 


U+ 
[4 
Was das erste Integral rechts betrifft, so hat man längs /, und folglich auch 


längs I, |o+ = w — ni L,, do* = dw, w* dw" = w do — Rnil, dw‘ 


Da ferner ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes /, in deı 
Richtung der Pfeile, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte z, zum Punkte 
,, führt, so ergiebt sich der Werth des in Rede stehenden Integrals 


u 


+ 


v0 
“ 


FE ER . 'ı 5 ’ 
|u+dwt —w dw h = -2uil,/ du* = —2nil,(w, >). 
U+ | 
0 


Was das zweite, in dem obigen Ausdrucke für T, vorkommende In- 


tegral betrifft, so werden den früher getroffenen Bestimmungen zufolge die 
Functionen w ‚„ auf der Curve k,, über die dieses Integral von 9, bis 7, 
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„u erstrecken ist, dargestellt durch die Kisichungen 


=, (r,) +%,(r,) . = g,( ( rs + 0 (R) s 


! 


wobei 5 Pos Wo, %, die im art. 1 aufgestellten Reihen bezeichnen. Ma, 
hat also, unter Anwendung einer abgekürzten Bezeichnungsweise, so lange al 
dadurch kein Irrthum zu befürchten steht, 


». S odi = f af w, anf w 7 se 


k 0 ” 





Da die Functionen Tu Y von z in dem, durch die Curve #4, voll- 
ständig begrenzten, den Punkt &, enthaltenden Flächenstücke einwerthige und 
stetige Functionen des Ortes oder Punktes sind, so hat das dritte der recht: 
stehenden Integrale den Werth Null. Für die, unter den beiden anderen In- 
tegralzeichen vorkommenden Producte von Functionen erhält man unmittelhar 
die folgenden, ebenfalls für die ganze Curve k, convergenten Entwicklunge: 


dw du | 


f -——— L, Inr, +9 +9 +++. Mjretret" = 


s dr, ed," 0 To org 
. M .+ ” T, + M ; Er + M ,; 5 r 0 


N dp Rn N) Bee +N® nn Yon Not A _ 
s ” r? g 


\ +1 
dr, ve" 





€ no ß 5 

EN+ Nr, + N. r, +N 3 rt, 
wobei die Coefficienten M und N sämmtlich endliche Aggregate der, in deı 
Reihen für 9, 9, w, w als Coefficienten auftretenden Constanten ZL, 2, e 
sind. und speciell die beiden Coeffieienten M{” und N” die Werthe 


M, I= [L.ı C,ı + 2 La Ca + 3 L.s Ca + u + M, a m Me ] “ 


o 


(il 
N, = L, Cu [Lac +2L. C2 + 3La PT hehe n.L o,n,”g no ] . 
besitzen. Die ebenfalls hier auftretenden Grössen m,, n, sind die in den Aus- 
! S “ 


drücken 9, g als Exponenten vorkommenden ganzen Zahlen. Multiplieirt maı 
nun die oben aufgestellten Reihen mit dr, und integrirt sie über die Curve 
k, von o bis r, so folgt 


dw 7 dw 7 dr 
(1) g 
P Per 5. dr, = L,/ Inr, dr. dr, +M, Pe 
10] 0 i 


Ig . "d 
I ular m dr, = a n_ # s 


Y 
1 s 


denn es sind die a Integrale aller übrigen Glieder der obigen. 
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noch mit dr, multiplicirten Reihen in der Umgebung des Punktes &, einwerthige 
Functionen des Ortes, die beim Durchlaufen der Curve k, von o bis 7 im 
Endpunkte 7 denselben Werth wieder annehmen, den sie im Anfangspunkte o 
besitzen, und es haben folglich die bestimmten Integrale dieser Glieder von o 
his z erstreckt sämmtlich den Werth Null. Fasst man die gewonnenen Re- 
sultate zusammen, so ergiebt sich 


" 4 % . 
/ vd = us Inr, Fr. dr, + (MS + N) / dr, 
J - 


0 
9) ” 


Durch [f]; bezeichne man die Differenz f, —f, der Werthe. die irgend 
ein. in die eckige Klammer eingeschriebener Ausdruck f in den Punkten ı 
und o hat. Aus der Gleichung (2.) folgt dann, indem man auf das erste In- 
iegral rechts das Verfahren der theilweisen Integration anwendet, und das 
„weite Integral rechts ausführt, 


4 \ ı dr 
Sods = [1,0 +MO+ND®)Ir,E—ı,f a 
k, £ 


Setzt man hier für den mit dr, multiplicirten Quotienten der Grössen & und 
r, die betreffende Reihenentwicklung, so liefert die Integration derselben 


dr dr, dr dr, 
FE > uf Inr, ne -— uf; : —-—[14 L, In‘ r.+ Cuinr,]s; 


fl) 
q 2 


indem die, zwischen den Grenzen o und z genommenen Integrale aller übrigen 
Glieder der Reihe verschwinden. Führt man den gefundenen Werth in (3.) 


ein. und setzt 
M,=-—L,cu+Ml), N=—-NM, 
so folgt 
4) Soda = [L,@lr, +(M,—N,)lnr,— 41, I, r];, 
k, 
und hieraus ergiebt sich nach einfacher Reduction, unter Berücksichtigung der 
Gleichungen 
Unr,).= [bar], +?2ni, W,, = W, +2niL,, 
endlich 


f do = —Anil,w, —2ri(M,—N,)+2n°L,L, 


Setzt man nun für die beiden Integrale, deren Summe oben mit T 


0 
„ 


bezeichnet wurde, die gefundenen Werthe ein, so erhält man schliesslich: 
T, = —2nil,o,, — 2ri(M,—N,)+2n®L,L,. 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 40 
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4. 
Führt man in die Gleichung des art. 2. 


o=r 


edit, 2 S,+ & T, 


an Stelle von S, und T', die gefundenen Werthe ein, so ergiebt sich 


1 
“ 


wo be ges 
Wi ZC,- 2ni Z(M,— N,)+2n° & L,L, 
= e=r ö 
+34, -Rnis Lv, . 
v—1 v oe °  —e 
Die in diesem Ausdrucke noch vorkommenden Werthe der Function o fü: 
die a»+r Punkte m und 4 erscheinen in Folge der Grenzbedingungen 4 
und der, über die Aufeinanderfolge der Schnitte e und / gemachten Annahme: 
verknüpft durch die p-+r Gleichungen 
0, —0,,= dA; 3,0, AU G,, a u ie wm 0, = 4, 
— 0, — — 2nil,_. w,,—W „= -?nil 


r—I 


V,—W, = 2nil,. u... Wo, 
Drückt man nun aus diesen Gleichungen die sämmtlichen p+r Functionswert) 
durch den einen &, aus, indem man von der letzten Gleichung ausgeheni 
successive bis zur ersten aufsteigt, setzt ferner zur Abkürzung 

—Anil, = I, —2uil, = I, PtTr=G 
und berücksichtigt die beiden ersten Gleichungen (@’.), die unter Anwendun: 
dieser Abkürzungen sich schreiben 

v=qg v=g 
E4,=0, 34.=0, 
vi vl 
so folgt 
V p 0 -r ; i b 
4, 0, 2is Lo = I,(I+ 44: +4,) 
vi ao B S .. 
+I(I+ It + 4,) 


+I,1(Iıt+ 4,)+ 4,45; 
und durch Einführung dieses Ausdruckes erhält man schliesslich die gesuchte 
Relation in der Form: 


o=r o=r 


u. ZC,- 2ni & (M,—N,)+2n Z L,L, 
y— = 0 


ee +A(It It +4) 
den \ +4, (I+ 444-4 41) 


+4,1(4,-+ I,)+4,4,; 
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wobei also zur Abkürzung gesetzt ist: 


C, = A,A,B,—B,B,4,—-4,(A,B'+ A,). 
M, = —LeutLıcıt?Lacat.- +mL,.n Ün; 
N, u Ye L, Cor L,ı Cart 2 L.: C,2 F > r N, L,.. 2 Con, « 
6 >» / . ) j 
e=12,...r))4,,.=— 2nil,, I,4,= —-2nil,), g=p+r. 


Sind die Funclionen », « beide allenthalben endlich in T”’ oder T' 
so haben die Constanten Z, L’ sämmtlich den Werth Null, und es ergiebt sich 


MW dann aus der obigen, alle Fälle umfassenden Formel die speciellere: 


’ v=Lp F 
0 / ode = E0,+A(I+ + +4,) 
R V 


+4,1(4,-1+4,)+ 4,4, - 
Vertauscht man in dem links stehenden Integrale die beiden Functionen 
und «, so hat das dann entstehende Integral ebenfalls den Werth Null. Die 
Vertauschung von w und & zieht aber auf der rechten Seite der obigen Glei- 


chung eine gleichzeitige Vertauschung von A, und A,, BD, und B,. A, und 
A, B; und B,, 4, und 4, nach sich. Man erhält so für diesen Fall die 
foleende Relation: 

v—p re ’ 
= = 14,A,B,— B,B,A,— 4,(A,B, +4A,)} 
- 

| FAA+ IH +4,) 


F) | rt) 


\ Fr I (In + A, + 4, 4, ’ 


die von der vorhergehenden sich nur durch die Form unterscheidet, indem 
mit Hülfe der Gleichungen (@’.) die eine leicht in die andere übergeführt 
werden kann. Für manche Untersuchungen ist die letztere Form vorzuziehen 


Würzburg, im November 1869. 


40 * 
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Ueber hypergeometrische Kunetionen x‘ Ordnung, 


(Von Herrn L. Pochhammer.) 





Die Methode, nach welcher Riemann die hypergeometrische Reihe 
definirt und die fundamentalen Eigenschaften derselben ableitet *), lässt sich 
auf erheblich allgemeinere Funclionen ausdehnen, wenn die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, welcher die Reihe genügt, durch eine von deı 
»!°® Ordnung ersetzt wird. Es ergiebt sich eine Stufenfolge von Functionen. 
welche sämmtlich durch die Unstetigkeits- und Verzweigungs- Bedingungen 
allein definirt werden, und auf die sich die meisten hervorragenden Eigen- 
schaften der hypergeometrischen Reihe übertragen lassen. Diese Functioneı 
sollen, im Anschluss an die übliche Bezeichnung, Aypergeometrische Functione, 
genannt werden, unter Hinzufügung einer Ordnungszahl, welche die Ordnung 
der zugehörigen linearen Dilferentialgleichung anzeigt. 

is dürfte des Zusammenhangs halber zweckmässig sein, einen kurzen 
Ueberblick über die verschiedenen Definitionen der hypergeometrischen Reihe 
und über die Beziehungen der Reihe zu der Differentialgleichung zweite 
Ordnung zu geben. 

Die Gauss’sche hypergeometrische Reihe: 

F(e,P, /> ) 
a be a(a+1)P(d+1) 2 u a a DeH 2) “CORE 

17 1.2.7(y-+1) 1.2.3.77+D9+9% 
welche mil dem bestimmten Integral: 


1, . 1) 
Const./ wu) zu) du 
0 








identisch ist, genügt der Differentialgleichung: 


d’y y—(a+Pf+1)z dy aß & 
de? z(c—i) >) u 








Indem als ein zweites partikuläres Integral der Gleichung eine ähnliche Reihe. 
multiplieirt mit einer Potenz von x: 
2 ’Fil+o—-y,1+ß-7,2-7,;2) 


*) Berichte der Göttinger Akademie 1857. 
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vefunden wird, erhält man den Ausdruck: 
| C F(o,ß,y,2)+0,2'7F(l+0a—y,1+ß-y,2—y,2) 
als vollständiges Integral derselben. 

Diese Form des vollständigen Integrals hat jedoch nur eine beschränkte 
Gültigkeit, da die angeführten Reihen nur für Werthe des x, deren Modul 
zwischen 0 und 1 liegt, convergent sind. Für die Werthe des x, welche 
die Umgebung des Punktes z=1 bilden, gewinnt man zwei andere partikuläre 
Integrale, nämlich eine convergente, nach positiven Potenzen von 2—1 fort- 
schreitende Reihe, und eine zweite derartige Reihe, multiplieirt mit einer 
gebrochenen Potenz von e—1, welche zusammen wieder das vollständige 
Integral ausdrücken. Endlich existiren für grosse Werthe des © zwei nach 
fallenden Potenzen fortschreitende convergente Reihen, multiplieirt mit ge- 
brochenen Potenzen von x, welche ebenfalls Lösungen der Dilferentialgleichung 
sind. Man sagt, dass die erste Form des vollständigen Integrals zum Werth 
2—=0, die zweite zum Werth z=1, die dritte zum Werthe 2 = » gehört. 

Aus der Verschiedenartigkeit der Ausdrücke für die verschiedenen 
Werthgebiete des x ergiebt sich der Schluss, dass die specielle Form der 
Reihen nur eine untergeordnete Bedeutung hat, und dass die wesentlichen 
Eigenschafien der Function vielmehr in der Differentialeleichung ihren Aus- 
druck finden. Die erhaltenen Reihen -Entwicklungen gelten nur als ver- 
schiedene Darstellungen einer und derselben Integral -Function, ebenso wie 
irrationale algebraische Functionen für die einzelnen Wurzelwerthe verschiedene 
Reihen-Entwicklungen verlangen. Aus diesem Grunde zog man es vor, die 
Function nicht durch die Reihe, sondern durch die Differentialgleichung zu 
definiren. 

Indessen spricht sich in der gewissermassen zufällig scheinenden Form 
der Differentialgleichung sehr wenig die hohe Wichtigkeit der Integral- 
Function aus. Es war daher von grosser Bedeutung, dass es Riemann gelang, 
die allgemeine Function durch die ganz charakteristische Art, wie dieselbe 
sich verzweigt und unendlich wird, vollständig zu definiren. Zu den Punkten 
?=0 und z=1 gehört, wie oben ausgeführt wurde, je ein partikuläres 
Integral, das eine convergente Reihe bildet, und ein zweites, das nach Division 
mit einer Potenz von x, bezüglich &—1, in eine convergente, nach positiven 
Potenzen von x, bezüglich 2-1, fortschreitende Reihe entwickelbar ist. 
Ebenso werden die zu &= & gehörigen partikulären Integrale durch Division 
mit Potenzen von x eindeutig und endlich für das Gebiet grosser Werthe, 





318 Pochhammer, über hypergeometrische Functionen höherer Ordnung. 


oder also, was dasselbe ist, convergent nach ganzen negativen Potenzen vo) 
r entwickelbar. Die genannten parlikulären Integrale sind folelich, wenn si. 
für 2=0. z= 1 oder 2= % unstelig werden, immer nur wie algebraische 
Funetionen unstelig. so dass durch Division mit einer Potenz die Unendlich- 
keit und Mehrdeutigkeit vollständig beseitigt werden kann. Stellt man nun 
an das allgemeine Integral einer linearen Diflferentialgleichung zweiter Ord- 
nung die Anforderung, dass dasselbe nur für 2=0, ce=1 und r=x uw- 
stelig werden oder sich verzweigen, und dass die Unstetigkeit und Mehr- 
deutiekeit der parlikulären Haupt-Integrale bei den Punkten O0, 1 und x sich 
stets durch Division mit einer Potenz von x, bezüglich c—1,. beseitigen 
lassen soll: so gelangt man, wie Aiemann gezeigt hat. mit Nothwendigkei) 
zur Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. Die Exponenten der- 
jenigen Polenzen, mit denen man die parlikulären Integrale dividiren muss. 
um sie endlich und eindeutig zu machen. sind die charakteristischen Con- 
stanten der Differentialgleichung. 

Bei der Gauss’schen Reihe ist je ein Exponent für die Punkte 0 und 
| gleich Null zu nehmen, da die eine Reihe an und für sich convergent is 
Riemann nimmt dafür ebenfalls von Null verschiedene Exponenten, indessen 
hat dies nur die Ersetzung von y durch ein Product: ya“ (2—1)” zur Folge. 
so dass eine einfache Substitution die Gauss’sche Form der Diflerentialglei- 
chung wiederherstellt. Ausserdem kommen statt der Werthe 0. 1 und x 
in der Riemann'schen Abhandlung allgemeine constante Werthe vor. abeı 
auch in dieser Beziehung führt eine Substitution unmittelbar zur Gauss- 
schen Reihe 

Es sollen nun in der nachstehenden Arbeit allgemeinere, der hyper- 
veometrischen Reihe analoge Functionen betrachtet werden, bei denen stat! 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung eine von der nt Ord- 
nung der Entwicklung zu Grunde gelegt ist. Für die Punkte O und 1 treten 
» Punkte a. &...a, ein. so dass a,, @,...a, und x die einzigen Werthe 
des .r sind. für welche die Function unendlich werden und sich verzweigen 
kann. Bei der Gauss’schen Reihe giebt es für die Punkte O und 1 je ein 
eonvergent entwickelbares Integral; bei den hier betrachteten Functionen 
existiren für die Punkte a. @, ... a, je n— 1 convergent entwickelbare 
partikuläre Integrale, die wesentlich von einander verschieden sind; eine 
ähnliche Eigenschaft ergiebt sich für den Werth &. Als »t° Integrale für 
jeden der Punkte a, ... «a,, und ebenso für den Werth x, hat man Ausdrücke. 
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welche durch Division mit einer Potenz von 2 —a,. respective x, endlich. 
eindeutig und von Null verschieden werden. 

Die Werthe a. @...a, und x sind nach der Bezeichnung des Ilerrn 
Weierstrass die singulären Punkte der linearen Dilferentialgleichung. 

Hat man eine lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Goel- 
ficienten auf die Form gebracht. dass die höchste Ableitung den Factor 1 
hat: so kann die Integralfunetion, abgesehen von dem Werth 2 = x. nur 
für diejenigen Werthe des x unstetig werden oder sich verzweigen, welche 
einen oder mehrere der Coelficienten unendlich machen. Diese Werthe und 
der Werth e=&x heissen die singulären Punkte der Dillerentialgleichung. 
Bezeichnet e irgend einen Werth, der keiner der singulären Punkte ist. so 
existiri nach einem von Herrn Weierstrass herrührenden Theorem *). stels 
eine convergente,. nur ganze und positive Potenzen von z— ec enthaltende 
Reihe: 

Ytyı lee) + place" +Yylz—e) +, 

welche der Differentialgleichung genügt, und in welcher die » ersten Coel 
fieienten Yu» Yıs-- -%.-ı Willkürliche Constanten sind. Diese Reihe stellt so- 
mit für die Umgebung des Punktes e das vollständige Integral dar. Ist da 
gegen a ein singulärer Punkt, so erhält man convergente, nach positiven 
Potenzen von 2—a fortschreitende Reihen im Allgemeinen nur nach Ab- 
Irennung gewisser unsteliger oder mehrdeutiger Factoren, welche bei den 
verschiedenen partikulären Integralen verschieden sind. In der Differential- 
gleichung der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe sind 0, 1 und x die 
singulären Punkte. 

Für die im Folgenden behandelten Functionen, welche, wie erwähnt. 
als hypergeometrische Functionen n!® Ordnung bezeichnet werden, sollen 
hinsichtlich ihres Verhaltens an den singulären Punkten Anforderungen ge- 
stellt werden, welche die singulären Punkte möglichst wenig verschieden von 
den nicht singulären Punkten machen. 

Man verlangt, dass für jeden der n endlichen singulären Punkte a,...a, 
ein Integral von der Form: 


YtYılcz-a,)+yla-a,)”+7(2-a,)+--- 


existire, bei welchem die Reihe convergent, und die n—1 ersten Coefficienten 


*\ . . » . . 
‚„ „) Ein genauer Beweis findet sich in der Abhandlung des Herrn L. Fuchs im 
66. Bd. dieses Journals. 
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Yo» Yıs »: Yun» willkürliche Constanten sind, und dass ausserdem ein Integra| 
bestehe, welches nach Division mit einer Potenz von z—a, ebenfalls eine con- 
vergente, nur positive ganze Potenzen von 2 —a, enthaltende Reihe bildet. 
Wegen der Zahl der willkürlichen Constanten repräsentirt das erstere Integral 
n— 1 partikuläre Integrale. Es kommt nach der obigen Bestimmung bei den 
Punkten a,...a, nur je ein Exponent, der beliebig bleibt, vor. 

Für den singulären Punkt 2=x stellt man die Bedingung, dass 
einerseits ein Integral von der Form: 


Al, ı Fı ı Ye ı 9a... 
T Yot an A dien (> 


Hh 


in welchem die Reihe convergent, und dien — 1 ersten Coefficienten yı» Yı- - 7. 
willkürliche Constanten sind, und andererseits ein ähnliches Integral: 


AR 
a LEE Er Bhe, 


x 
mit einer willkürlichen Constante, existire. 

Durch diese Bedingungen ist, wie bewiesen werden soll, die Dif- 
ferentialgleichung n‘* Ordnung und die gesuchte Function, als deren Integral, 
vollständig bestimmt. Die gestellten Anforderungen werden nach einander in 
die Rechnung eingeführt. 

Wenn man zunächst die Bedingungen für die » endlichen singulären 
Punkte a,...a, allein gelten lässt, und das Verhalten bei e=x nur in s0 
weit einschränkt, dass daselbst alle Unstetigkeiten algebraischer Natur sein 
sollen: so ergiebt sich der Satz, dass die Differentialgleichung die Form: 


5 DET | d’y dy Br 
Et Pt tree) tt pl) ty =! 





haben muss, worin g; (x), für k=n, n—1,...1, eine ganze rationale 
Function k*® Grades von x bezeichnet, während 9, constant ist. 

Wird sodann die angeführte Bedingung für den singulären Punkt x 
hinzugefügt, so gewinnt man die gesuchte Differentialgleichung in folgender 
Gestalt, in der alle Constanten bestimmt sind: 





dr 
Pat 
= nk )/3 (n—k) ana —k—1) d’y zw 
,-D a—k-1),.,9 (2)+(—k—-1), 1% (a) n 


y(x) bedeutet hierin eine ganze Function nt", (x) eine ganze Function 
n—1ter Grades, 4 eine Constante. In den Coefficienten der verschiedenen 
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\bleitungen von y kommen je zwei Differentialquotienten von pr) und 
v2). multiplieirt mit gewissen Binomialcoeffieienten vor. Die Funelion 
MAR: enthält. wenn man den Factor von x 


ebenso viel ix). wozu noch 4 tritt. Die Differentialgleichung hat also 


rt 


oleich Eins macht, » Constanten. 


In +1 Constanten. Die Bedeutung derselben ergiebt sich aus dem Vorher- 
oehenden. Erstens kommen unter denselben die » singulären Punkte «,. a... ... «a 
vor. und zwar erhellt, dass: 
el2) = (2 -a)c—-0)...(2—a,) 

ist: zweitens gehört zu jedem dieser Punkte ein Exponent, und endlich ge- 
hört ein Exponent zum singulären Werth = x. Bei 2=x wurden aller- 
dines zwei Exponenten genannt; indessen ist nur einer derselben beliebig. der 
zweite ist durch die übrigen Exponenten bestimmt. 

Die allgemeine hypergeomeltrische Function x!“ Ordnung soll durch 
das Zeichen: 


d d 2 x 
H ( ı ? 29» n» ü ) 
FO. / 


ir 
dargestellt werden; die Exponenten hängen von den »+1 Grössen b,, b». h 
und A ab. 

Bei der Aufsuchung der Differentialgleichung war der Ausgangs- 
punkt in einem Satz des Herrn Fuchs *) gegeben. Derselbe hat nachgewiesen. 
dass. wenn man an das Integral einer linearen Differentialgleichung „+“ 
Ordnung die Anforderung stellt. dass es o endliche singuläre Punkte «,...«, 
habe und bei allen diesen Punkten, sowie beim singulären Punkt 2 = x. 
stels nur algebraische Unstetigkeiten und Verzweigungen zeige: die Diflferential- 
gleichung die folgende Form haben muss: 


d"y I fo 1 \ C) d'-! Y Roy (2) d"- > Y 
re ar 77 
(X f (X) de" 


[a-16-n #) dy f [nco- 1) CZ 
(=) de g"(& 


PL 


Fe -+ vs 


3 /p\ — n- 
g'(z) de” f 





worin /,(x@) eine ganze Function von x, die höchstens vom Grade s ist, und 
gie) das Product: 
z—-4a)(2—-4)... (2 —a,) 
bezeichnet. 
Herr Fuchs führt am Schluss der erwähnten Abhandlung aus, dass 
die Differentialgleichung der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe gewisser- 
massen eine Ausnahmestellung einnehme, indem er berechnet, dass bei allen 


*) L. Fuchs: „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Bd. 56 dieses 
Journals, von $4 bis zum Schluss, Fortsetzung im 68. Bande. 


Journal füı MathematikBd. LXXI. Hett 4. 41 
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höheren Ordnungen, als die zweite. eine vollständige Bestimmung der Con. 
stanten durch die Exponenten allein unmöglich sei. Indessen ist zu berück- 
sichtigen. dass die Zahl der Bestimmungs- Gleichungen sich bedeutend erhöht, 
wenn man. wie oben geschehen. die Bedingung stellt, dass Reihenentwicklungen 
mit einer gewissen Zahl willkürlicher Constanten bestehen sollen. Es wir 
auf dieser Grundlage im Folgenden nachgewiesen, dass für eine beliebig, 
Ordnung genau analoge Functionen zu der (rauss’schen hypergeometrischen 
Reihe, oder vielmehr zum allgemeinen Integral der Differentialeleichung der- 
selben, existiren. 

In den ersten Paragraphen der erwähnten Abhandlung giebt Herr Fuchs 
im Anschluss an Entwicklungen von Riemann, den allgemeinen Satz. das 
bei einer linearen Differentialgleichung »'“ Ordnung mit eindeutigen Üoel- 
licienten die Integrale immer nur wie algebraische Funclionen mehrdeutig sein 
können. gewisse Speziallälle ausgenommen. wo Logarithmen auftreten. Fü 
jeden singulären Punkt «a exisliren im Allgemeinen » parlikuläre Integral: 
welche nach Division mit einer Potenz von e—a in der Umgebung des Punkte: 
a eindeutig — aber im Allgemeinen nicht endlich — sind. Diese Integral: 
sind die //aupt-Integrale Tür den Punkt a; zu jedem derselben gehört, al: 
eine charakteristische Constante, der Exponent der belrellfenden Potenz vo 
r— a, durch welche das Integral behufs Erlangung eines eindeutigen Aus- 
drucks zu dividiren ist. Im vorliegenden Fall kann man für »—1 der Haup!- 
Integrale diesen Exponenten gleich Null setzen, weil dieselben an und lüi 
sich eonvergent entwickelbar sind. Da der Fall gleicher oder nur um ganze 
Zahlen verschiedener Exponenten grade derjenige ist, wo Logarithmen aul- 
Irelen können, so ist es wesentlich, zu bemerken, dass bei den hypergeome- 
irischen Funetionen das gleichartige Verhalten der »—1 parlikulären Integral 
niemals eine logarithmische Mehrdeutigkeit zur Folge hat. 

Unter den Eigenschaften der hypergeometrischen Functionen ist in erster 
Linie hervorzuheben: 

dass die hypergeometrischen Functionen einer beliebigen Ordnung durch 

bestimmte Integrale darstellbar sind. 
Die verschiedenen Zweige der Functionen »!“ Ordnung sind gleich 


Inteeralen von der Form: 


: h R z Wr. “ 
Const.f “— a) (a9)... (u— a," u— x) "du, 


worin g und A je zwei der »+1 Grössen a, @,...a, und x bedeuten. Die 
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verschiedenen Werthe von g und h geben » wesentlich von einander ver- 
schiedene parlikuläre Integrale der Differentialgleichung. Es sollen diese 
einzelnen bestimmten Integrale als hypergeometrische Integrale n‘“" Ordnung 
bezeichnet werden. während der Name der hvpergeomeltrischen Function dem 
alleemeinen, » willkürliche Constanten enthaltenden Integrale bleibt. 

Die gestellten Bedingungen führen mit Nothwendigkeit zu der ansege- 
henen Differentialeleichung. Indessen bleibt zu untersuchen übhrie. ob auch 
das Umgekehrte gilt. und das Integral jener Differentialeleichung immer 


-1 sineulären Punkten zeiet. Der Nach- 


das angeführte Verhalten an den » 
weis, dass dies der Fall ist, soll in dem dritten Abschnitt geliefert werden 
Im ersten Abschnitt wird die Differentialeleichung abgeleitet, und im zweilen 
die Integration derselben durch die bestimmten Integrale bewerkstelliet. Im 
dritten Abschnitt wird dann direct bewiesen, dass die erhaltenen bestimmten 
Inteerale genau die gestellien Bedingungen erfüllen. Hieraus folet, dass die 
beiden Definitionen der hypergeomeltrischen Functionen, einerseits durch die 
Unsteligkeits- und Verzweigungs-Bedingungen, andererseits durch die Dif- 
ferentialgleichung »'° Ordnung, sich in allen Punkten decken. 

Im vierten Abschnitt werden Reihenentwicklungen hergestellt. und 
dabei gewisse eigenthümliche Beziehungen der Functionen »!“ Ordnung zu 
denen »— 1!“ Ordnung behandelt. Man erhält für eine grosse Anzahl von 
hypergeometrischen Integralen n'® Ordnung Potenz - Entwicklungen, deren Üoef- 
ficienten, abgesehen von einem Binomialcoeflieienten, der als Factor auftritt. 
wieder hypergeometrische Integrale n— 1" Ordnung mit constantem Argument 
sind. Es ist bekannt, dass das bestimmte Inteeral. durch welches die Gauss sche 
hypergeometrische Reihe dargestellt wird. in seiner Entwicklung nach Polenzen 
von x zu Üoellieienten Euler'sche Integrale der ersten Art. die mit Binomial- 
coellicienten multiplieirt sind, hat. Letztere Integrale sind als das unterste 
Glied der hier betrachteten Stufenfolge von Funclionen anzusehen. In der- 
selben Weise erhält man für hypergeometrische Integrale der dritten Ordnung 
Reihenentwicklungen, deren Coeflicienten, abgesehen von einem Binomial- 
coellicientien, aus Gauss schen hypergeometrischen Reihen, mit einem con- 
stanten Werth an Stelle des x, bestehen, und Entsprechendes gilt allgemein. 

Endlich sollen im fünften Abschnitt einige Gleichungen zwischen hyper- 
geometrischen Reihen »!® Ordnung mit verschiedenen Argumenten abgeleitet 


werden. Auf die hypergeometrischen Functionen n!® Ordnung lassen sich, 
da dieselben durch die Unstetigkeits- und Verzweigungs-Bedingungen bestimm! 
u” 
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sind. die Betrachtungen Ziemann's vollständig übertragen, durch welche « 
die zuerst von Herrn Kummer gefundenen Relationen zwischen hypergeome- 
irischen Reihen in besonders einfacher Weise gewinnt. Es soll indessen in 
der nachstehenden Arbeit nur eine Klasse dieser Relationen berührt werden, 


namlich diejenigen, welche zwischen gewissen Zweigen von hypergeometrischen 


Functionen derselben Variable x, derselben Gonstanten a, @,...a, und mi! 
Argumenten b,, b5,... db, und 4, die um ganze Zahlen verschieden sind, 


besiehen. Derarlige Funclionen heissen, entsprechend der Bezeichnung be, 
der Gauss’schen Reihe, angrenzende Functionen. Analog den linearen Glei- 
chungen, durch welche bei den Kuler'schen Integralen je zwei. bei den 
(auss schen hypergeomelrischen Reihen je drei angrenzende Funclionen mi 
einander verbunden sind, erhält man das allgemeine Resultat, dass bei de: 
hypergeometrischen Functionen n'®” Ordnung lineare homogene Gleichungen mil 
rationalen Covefficienten zwischen je n+1l angrenzenden Integralen bestehen 
Dieser Satz ergiebt sich, mit Hülfe der erwähnten Beziehungen zwischen In- 
'cgralen zweier aufeinander folgenden Ordnungen aus einer Eigenschaft de 
Dilferentialgleichungen von der Form: 
u 
p.(2) — + 9Y9,-ıl®) m + +Q(®) HH goy == 0, 


dc” X 


d’y de" 


worin g,\x) eine ganze Funclion Akte" Grades bedeutet. 


1. 


Es soll mit dem Namen „‚Aypergeometrische Function n‘® Ordnung 
und dem Symbol: 


H (> TE IE 
u TE TE 


eine Function bezeichnet werden. welche die folgenden Eigenschaften hat: 
I) dieselbe soll das allgemeine Integral einer linearen Differential- 
gleichung »t° Ordnung sein; 
2) sie soll nur die „+1 Werthe a, @, ... a, und x zu singu- 
lären Punkten haben; 
3) für jeden endlichen singulären Punkt a, soll sie in die Summe 
zweier Functionen zerlegbar sein, von denen die erste einer convergenten. 


die ganzen positiven Potenzen von z—a, enthaltenden Reihe mit will- 


> 


kürlichen Constanten für die »—1 ersten Coefficienten gleich ist, während 
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. . 9 . } / Br u 
WM die zweite durch Division mit der Potenz = —a, in der Umgebung 


des Punktes a, eindeulig, endlich und von Null verschieden wird. und 
MW eine n»' willkürliche Constante zum Faelor hat: 


4) für den sineulären Werth z = x soll sie in die Summe zweien 


| Functionen zerlegbar sein, deren eine nach Division durch die Potenz 
r’' einer convereenten. die negaliven oanzen Polenzen von x enthal- 


tenden Reihe mit willkürlichen ne für die »—1 ersten Coelli 
eienten eleich ist. während die andere. welche die »'“ willkürliche Con 
stante enthält. ebenfalls nach Division durch eine Potenz von x für allı 
hinreichend erossen Werthe des x eindeutige. endlich und von Null veı 
schieden ist. 

Durch diese Bedinseungen ist die Function vollständie bestimmt. 

Bei Aufsuchung der linearen Differentialgleichung ist in erster Reis 
zu beachten, dass. nach der Deiinition. die Function weder bei den » end- 
lichen singulären Punkten, noch für den Werth z=x andere als algebraisch« 
Unstetigkeiten und Verzweigungen zeigt. Es geht daraus hervor. wie Herı 
Fuchs bewiesen hat, dass die Dilferentialgleichung in der nachstehenden Form 


enthalten sein muss: 


d“ Y a ( = oa fi (8) pP y k(n—1) x 0 "y 
| \der p( da" 1 ve) rt! .. gl) de“ 
| ER RN 0 
(" (a ) dr | Y (gr J 5 9 


worin f(x) überall eine ganze Function, die höchstens vom Grade s ist. und 
v(x) das Product: 

z— a) —4a,)...(2—a, 
bedeutet. 


In diese Differentialgleichung führt man zunächst die Bedingung ein 
dass für einen beliebigen singulären Punkt «, ein Integral von der Form: 
y=Yır Yılc-a,)+Y: 2 —qa,) +: „(2 —a,) —4n[l2—a,)" 4 
Wo Yo, + Yu. Willkürliche Constanten sind, existiren soll. 
Man setzt für y und seine Ableitungen die Reihen ein: 


N ee 

dy a | m 
I: Nıt 3y2(2-a,)+3%(2-a,)’ ++ (a4 DM) yYurıla a, 
Ay | 
dar 7 k(k—1).. 2.1. Yırt | k +1) '8..1842\ Ya =a,)+ 


+(u+k)(u +k—1)... (u+2) (u-+1) )Y ut u," 
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oder. wenn man die Bezeichnung der Binomialcoefficienten: 


\ 


pp— 1)...(P—q4+1) 


Ps un 1.2 . .q 
anwendet: 
d'y Ar WATT | 2, #7 
Pr kKNyAtek+ N) Yan la, )HAH 2) Ya 2-0,) + +lutk)Yurlc—a, 
Ah i ” 


ER “ ’ Ka) (X 
Der Coefficient der a—k‘°® Ableitung von y in Gleichung (1.). [no-ı 
a ı er Fr My 
enthält als Factor den reciproken Werth der Potenz (2—a,)‘. Den andere 
für z=a, endlich bleibenden Factor dieses Coelfieienten nenne man R 


so dass 


R; #) u Te yC 


.—a,% gt er 


sei. Nach Einführung dieser Bezeichnung folgt aus dem Taylor'schen Satz 
ie , u Wrdtar 2 .\ (z — 
R,(x2) = R,(a,)+ R.(a,)——-+R;(a,) ——- 


Setzt man die Reihen ein, so geht die Differentialgleichung (1.) über u 


ha, .; M \ m ; 2\ .. 
NY. t+(R+ 1) Yan (a -—a,)+(n +2), Ya a) + 

















4 A,(a,) Rı(la,) , »ı —d, r 
-»a—1)1} - - R, (a,) ———— +: 17, _+ (2), 9, (ca 
a c—q, 4 1 TER U ET 7 \Vn TR )n-ıY ; 
nu (a,) R;(a,) \, ‚ 4\ / \ 
+ (n— k)!ı—— ——r tat), an) 
ar ER (2 — a,)* 2 (2 — d. Yan. \V Kr Tan k/n—k+ı\ 
| \ Ru-ı(a,) R,-ı(a,) R.-ı(a,) ) et ' 
+ 1! . - - — e Lest Iv- 2,9: u.) 7 
Nav TtT.@-a,"n 7712.@— a, rer BT 
(| R.(a,) R, (6) R, (@,) I; PEN | (p \ 
et Te erteilen tn) 
ir v,J ) } 


— N. 
Man hat nunmehr die Coefficienten der einzelnen Potenzen: 


(z—-a,)”, (2-a)", ... (2-a,)” 


r , } . Er 
gleich Null zu setzen. Von den hieraus hervorgehenden Gleichungen sin“ 
die »—1 ersten linear und homogen in Beziehung auf die Grössen y,, Yıs :-- 7 


Yanı! 





ee 


$ 

= 

> 
2 “+: 
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müssen aber für willkürliche Werthe dieser n—1 Grössen y besiehen 


in jeder der aufgestellten a—1 Gleichungen müssen die Coellicienten 


"ji 
1 


i. 8 
der einzelnen y für sich verschwinden. Dies führt zu folgendem System 


von Bedingungen: 


R(a)=®, 
B.(@)=0, B,.,(e)=®, 
Kia) =6 R,a)=-0 BR.la 0. 


n \ 


Kia)=8 R,e)-0 A.la)=ß, R.-; (a, 0. 


n n= 


Red (a,)=0, RUz®\a,)=0, R“z®(a,)=0,... Ri(a,)=0, R,(a,)=0 


n—H1 ) 


Das Bestehen dieser Gleichungen schliesst die logarithmischen Integrale aus 
zu welehen man sonst durch die Annahme unendlich grosser Werthe für eın- 


zelne der willkürlichen Constanten gelangt. Man kann die Bedingungen dahın 


zusammenfassen. dass die Functionen A,(xz). R,_ı|x). R,(x) bezüslie! 
die Factoren (2 —a,)"", (e-a,"",... z—a, enthalten, oder, was dasselb 
ist. dass für A=2R. 8, ... » die ganze Funeclion f,,_n(x) durch (r —a, 


theilbar ist. Da diese Bedingung aber für jede der » Grössen «a, stattlinde! 


so ist fünn (x) durch: 
(2 —-a)(2 —9)... (2a) = Ip(a)t 
(heilbar. Der übrigbleibende Faktor ist von der Ordnung: 


kn—-1I)\-n(k—-1I) = n-k, 


und man hat: 


> ii a m\ti—l \ 
Ira) (8) ii ıF Hd j Sn \X)s 


wo p,_,(2) eine ganze Function von x des »— ku Grades bezeichnet. De: 


Ü ffi . ” d"—'y . Pn—k (2) . ” . > f 

oeilicient von ——— ist daher ————. Bei den ganzen Functionen f,_,(z 
he E(®) u 

und p(x) ändert man, der Symmetrie halber, die Bezeichnung in y,_,(# 


und p,(®): 

AA) Zu p,_NV (8). f (t) pn p,\%)s 
wodurch, nach Multiplication mit y,(x). die Gleichung (1.) in folgende Dil- 
ierentialgleichung übergeht: 


"5 d'- 


PET N \y a dı 
PD) a pa) tt + pi l®) = tyay = U. 


Hi 
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Man hat somit folgenden Satz: 
Stellt man an eine lineare Differentialeleichung »t“ Ordnung mi: 
endlichen singulären Punkten die Anforderung : 

1) dass die Integrale derselben stets nur algebraische Unstetigkeiteı 
und Verzweigungen haben: 

2) dass für jeden endlichen singulären Punkt a, eine die positive, 
Polenzen von z—a, enthaltende Reihe, bei welcher die Coefhiciente: 
von 2—4,. (2—a,), ... (2-a,)'"” und das von z—a, unabhängige Glie: 
willkürliche Constanten sind, derselben genüge, 


so hat die Differentialgleichung die Form: 


d'y d’='y d'y dı 
+) ‚ . . | « | | / \ J f \ Y 
2. PR) tPpM le) It tl) —Ht + pı\C) St Vol 
de ag* "' Pa-ı\#, da" Fre az" pH, dc 709 


worm g,(x) eine ganze Function 4' Grades, für k=1, 2, ... rn, un 
ine Gonslanle bezeichnet. 
Die Umkehrune ist bei diesem Theorem ebenso wenig. wie bei de 


des Herrn Fuchs erlaubt, da die Gleichung noch logarithmische Integrale en!- 
hält: es kommen hier speciell die logarithmischen Unstetigkeiten für r 
in Betracht. 

Wan kann dem Satze noch eine andere Form weben. welche sich au! 
das Gebiel eines einzelnen sineulären Punktes beschränkt. Herr Fuchs zeig 
(in der Fortsetzung der erwähnten Abhandlung), dass die Forderung der 


vehraischen Unsteligkeit und Verzweigung sämmtlicher Integrale in der U 


vsehung eines singulären Punktes «a zu einer Differentialgleichung: 


n d Y f Wehr = \ de! 7 Su, d"—? Y 
2 tee re la) zit- 
de | / de" | u 
+(2r—-alE,_,(x YıE c)y = 0 
% , -— l \ “ dx n\ « - 


tührt. in welcher E,. Es. -.. E, Functionen bedeuten. die in der Umgebung 
von a eindeutig, stelig und endlich sind. Analog findet man, dass: 
wenn eine Differentialgleichung »t® Ordnung in der Umgebung 
eines singulären Punktes a ein Integral, dessen convergenle Reihenen!- 
wicklung nur posilive Potenzen von @—a und willkürliche Constanten 
für die »—1 ersten Coefficienten enthält. und ausserdem ein Integral 
mit nicht anderer als algebraischer Unstetigkeit und Verzweigung haben 
soll: die Differentialgleichung von der Gestalt: 
a A ’ “N. _ a 
2 He+E.i(e)2, rE.(@)y =Wv 


de"? 





n—1 
Er u 
de" Hm) 


> z—Aa - Le) ——- 
\ rBı\ / dr! 3 











ah e 


a, 
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sein muss, wo E,, E,,. ... E, Functionen, die in der Umsebune des 


Punktes a eindeutig, stetig und endlich sind. bedeuten. 


Es dürfen also, wenn man den Factor von zy gleich Eins macht, 
die Coefficienten der Differentialgleichune für z=a nur so wie (2 —a 
unendlich werden. 

Zur weiteren Bestimmung der hypergeometrischen Function stellt man 
an die Differentialgleichung (2.) die Forderung, dass ein Integral existire. 
welches nach Division durch x’ ' einer nur neeative Potenzen von x ent- 
haltenden Reihe mit »—1 willkürlichen Constanten eleich sei. Man zieht es 
vor. in der Gleichung (2.) das Zeichen abwechseln zu lassen, und geht daheı 


von der Gleichung aus: 


‚ d"y —, ty dr ’y 
\o,l2) —— —o,_,( 2) ——— +0, (2); — 
te 
"7, \ 
| - —1P op nt SEE ER \a—1, f.\ dy at l \n Y y e () 
F% J fr\ EC, dc \ / pı . d dr ER 3 
worin: 
/ \ m kı e k—1 ı > „ik? | u Bo 
pE) = EHE +2 Et tra ıEere 


zu nehmen ist. 
Man setze: 


\ u che ee Ran 
9.) = y-12T9 


dann hat »,, als Function von f, für den singulären Punkt = 0 genau die- 
selben Bedingungen zu erfüllen, wie die Function y für 2=a,. Die Dil- 
ferentialgleichung zwischen 7 und £ muss folglich die Form der Gleichung 
(3.) haben. 
" ö 1 ee 2 . 
y,(z) wird gleich Ih wo durch T, die ganze Function: 


Cat Orr—ı IH. t + too 


bezeichnet wird, und T', (gleich %,) constant ist. 
Wenn x - ist, so besteht, nach der Formel für höhere Differential- 


quotienten, die Gleichung: 
Y_4 Akt ey), 


dar dk 





m \ 


also für y= a""'n = t!?n folgt: 








2 _ yer 
d.a* di* 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 42 
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1} 


Durch Einführung dieses Werthes werden alle Summanden der Gleichung | 
positiv. indem der Factor (—1)" sich forthebt. Die Differentialgleichung 


zwischen 7 und f wird: 





d" (1 N] Y i a ae) 


r..B Beim), ED np 0 
HT EN = 


ae di 





tT,— 





Man entwickelt die Differentialquotienten der Producete und erhält: 
d(t'—*n) N & ze FORSTER DE. 
ni _—_— f" R ze 2 1 BE ! i— ra ! u 5 | 

Fr, —{ Fr (k),(a—k), 11" 4 ku A—k+1), 211 pn 


- \ ja N f k),(A —- k + yv—1 ), FAR Kaua - 





‚ it, A 
dir 


i 


' .d | ca er 
4 1)""'(k (A — -R)ı-ı k—1 WZ+ e* 1)" R)(A— 1 ‚AT d 


Man setzt ein. muiliplieirt die ganze Gleichung mit #7" und fasst die Glied: 
mil gleichen Ableitungen zusammen. Es ergiebt sich: 


d'n vi. d’ a d dy | 
0.) FF t)- CZ zuge‘ ARD E 5 penis: DE TREE BE 5 3 Di ZB {F + 0 
Dr u a TO 


worin F,\t) die folgende ganze Function »' Grades bezeichnet: 


(| 1""Q@—-k—1),_,.(R —kin),T, i 
i 
(7 f / — \7” u | EuE Ik rw I) p E er 1)!(n—1 Ei = en . he 
| - . | \ 
+ (1) (A—k—1 + (?—R)! . i th .— (4—k—1),1! k+1 | r' HIN 
. nm . ° » . ei x . 5 ‘ \ a | . 
Die Diflerentialgleichung (6.) soll die Form der Gleichung (3.) habeı 


der nach Division mit dem Coelficienien der höchsten Ableitung als Facloı 


auftretende Quotient: 


"FD _ Fi) 
Pr. 7 PR 


» B . . > ® ıın a ‚| 
darf für 2=0 nur wie die Potenz f”' unendlich werden. Da nun für = 0 «in 
Funelion F,(f), welche mit T, identisch ist, gleich Eins wird: so folgt, das: 
die Function F,(N) den Factor f"*-! enthalten muss. Hieraus ergeben sie) 
die Gleichungen: 

' N / wi Mn—k—?2 
(8.) F,0)=0, F(0)=0, F,(0)=0,... F (0) = 0 


für k=0, 1. 2. ... (n—2). 
Die Funetionen F,(t) und F,_,(£) werden durch die gestellten Be- 


dingungen nicht beschränkt. 
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Aus (8.) ensteht, wenn für 4 die verschiedenen Werthe eingesetz!i 
werden. das Gleichungssysiem: 


Fr N =09, 
F_(0)=0, F_,(0)=0, 
IF. 0)=0, F_,0)=0, F_,0)=0, 
9\ RUE, 


FO) =0, FRO=0, F(O)=0,... Fr+290,=0, 
F,0)=0, F(0)=0, FR(W)=0,............ Fr2(0)=0 
Durch diese Gleichungen werden sämmtliche Conslanten der Dilferential- 
oleichung bis auf die 22+1 Grössen a,, b,,...a,, b, und 4, welche zum 
Argument der hypergeometrischen Function gehören, bestimmt. Die Grössen 
tr Dis... @,, b, hängen von den Constanten der beiden ersten Coeflicienten 


ler Gleichung (4.),. g,(z) und ,_,(xz). ab. Alle andern Constanten 


22-39 : + €o0, Welche in 9,_,(2), P,_3 (2), - - - Pı(©), Yu vorkommen, sind 
durch das Gleichungssystem (9.) als Funetionen von a,, b,. SE 
seveben. 

Die Zahl der Constanten in 9,.(2), 9, ,3(2), -::Yı(X). g, Ist zu- 
sammen: (a —1)+(n—R) +: -+2+1= a Die Zahl der in (9.) vor- 
handenen Gleichungen ist in der That auch: 1-+2+3-+.-+(n—1 ' | 


so dass die Gleichungen zur Bestimmung der Uonstanten grade ausreichen 
Unter den Gleichungen (9.) sind zunächst a—1 anzulühren. in denen 
die Funclionen F, selbst vorkommen: 
0 — F._:(0 = rn .(9 = 1. F, (O0) — F (O). 
Diese enthalten nur ce, ,. 


höchsten Potenzen in p,(2), PT) rl)... Sılz), Yo, da alle andern 
Constanten in T',(0O), T,_,(0),. T,(0). ... T,(0). T, fortgefallen sind. Von 


Can 2023 +++ Oi u, die Coeflicienten deı 


n— 
den +1 Grössen werden »—1 bestimmt; die beiden zu y,(xz) und y,_,(x 


gehörenden Constanten e,, und e,_,,.ı bleiben unbeschränkt. 


n,n 


Die Gleichungen, deren linke Seiten gleich den uten Ableitungen der 
Functionen F;(f) für £=0 sind: 


(10) 0=F&_(0) = F®,_(0) = = F(® (0) = FR“) (0), 


n—u—?2 n— u—3 


enthalten nur die Constanten e C 


@,o-. Die Zahl 
dieser Constanten, bei denen der zweite Index immer um « kleiner ist, als 
42 * 


n.n—u 9 VE y) n—?2,n—u—? 9 
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der erste, ist gleich »—u-+1, die Zahl der Gleichungen gleich »--u—1: man 
findet daher alle andern Coefficienten e,._, als Functionen der beiden ersten. 
c und Cn—1,n— u—1° 


n.Nn— U 
Zur Bestimmung der Constanten ce soll die Methode angewende! 


a 
werden, dass man das Gleichungssystem (10.) in ein anderes transformirt, von 
der Beschaffenheit, dass in der ersten Gleichung nur eine Unbekannte, in de 
zweiten zwei, allgemein in der Akten % Unbekannte enthalten sind. und zwar 
ı jeder folgenden Gleichung nur eine neue Unbekannte ausser den früheren 
In dem transformirten System lässt sich die Elimination mit der grössten 
Leichtigkeit ausführen. Für die höchsten Coeffieienten c,.. C_ın_ıs -:- = 
liefern schon die Gleichungen (9.) ein System von der gewünschten Form 
Man bewerkstelligt die Transformation der Gleichungen (10.), inden 
man die nachstehende Gleichung: 
9) 0) + (a1), 1-1), FO) + (A-1)2, 219 —2),_1F (0) + 
(11.) (+ (4—1),k! ok), FO) ++ (1), nr -u+1)!(u—1), FE; (0 
= Ö 
bildet. für Werthe des v= u—1, u, u+1, ... »a—3. Die Indices der ein- 
seklammerten Constanten zeigen überall Binomialcoefficienten an. 
Die erste der so zusammengesetzten Gleichungen, für v = u—1, 
20) = 0, 
die zweile, für v=u: 


F\“) (0)+ u -(4—1), 11/ (u—1), _ FW“ (0) a 0, 


ede foloende enthält eine Funclion F.(t) mehr. 
| RN 


f \ 
u) 


\ uf 


Nach Einsetzung der aus (7.) folgenden Werthe für die Grössen F/*'(0 
erhält man in der FR (11.) den nachstehenden Ausdruck als Coel- 
licienten von ec, 


& „a—u 


ku 
I) wenn ee ist: (—1)“(A—1),e! s (—1)' (@),(v — k) 


um 


k=y—u 


2) wenn e>rvr—u-+1 ist: (- 1)" —1),e! AK W hun 


Im ersteren Fall ist der Coelfficient von ce immer gleich Null, wie 


a,ud— uU 
sich ergiebt, wenn man (v— Ä),_, nach der Formel: 


\p » 7 Im Fr (P)m + er (Mı + (P)m—2 (Q): r u + (Gm 
entwickelt, und die für @& > ? geltende Gleichung: 
e),— (le) (PH) + ke), (PAR), — (a), (PB), ++ (1) (a), (P+a—1),ı = 
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n E anwendet. Zunächst folgt also, dass die Grössen e,,._„, bei denen @ — v—u+| 
A ist, in der Gleichung (11.) nicht vorkommen. 

Im zweiten Fall führt der Umstand, dass die Summe unverändert bleibt. 
] wenn o, u, v um dieselbe ganze Zahl verringert werden, zu der Gleichung: 
a -u+1 k-y—u+l 
5 (AYloy,e-K,-n = 3 (-Ne- url), = (Nr ka—u),-ur: 


k—) 


L ınd da der letzterhaltene Binomialcoeffieient auch verschwindet. sobald « y 
ist. so bleiben in der Gleichung (11.) nur die Grössen e,,_,„ für ae > r. 
Der Coefflieient derselben ist: 


(1 Pt —1),o!la — u), 
Auf diese Weise gewinnt Gleichung (11.) die Gestalt: 


(—1)" ”1G—1),n! (n—u),_,_ıC 


—y— Nn,.n—U 


| n—v—? 2 | 
14 (4—1),_,(n—1 Pan uhr U  - 
12.) 0=: nn | Dos 

+ (—1 BR (4—1 ) a a!t O— U - 
ne TR )yr2\ v+2 „N v—u-+?2), C, 12,7 ı9 . \ i—1 ), 11 \ v t 1 } C | 


ic 


U. U 


Um den Werth eines beliebigen Coefficienten e,,_, zu finden. wende 
man die Gleichung (12.) fürv=n-3, n—4,... k—1 an: 


(A-1),nl(n-we, „u (A-1),-1(n- 1) (n-u-1)e,_,._-._r(A-1),n-2)!e, 
Ö. 
sin yo... r@-1), (e-1)Ha—u—Ve,_.._.-ı 
—1),_2(n—2) En ent RA), s(a-IF)le,_,._.s = 0 


17” “a 4—1),n!( n— u In En, a + (4—1) „Ahle. un V. 


Indem man diese Gleichungen bezüglich mit (»—u—2),_,_.. (n—u—B), 
(“—u),=1 multiplieirt und addirt, werden alle Grössen e mit Ausnahme von 
Our nn UNd €, 1» — u eliminirt, und zwischen den drei letzteren ergiebt 
sich die Relation: 


Cru = = A-kT),_ (nk) n—u), (Ra —k1), Cu, 


(13.) 
+ (4—k—1),_1 (nr —k—1) (n—u—1 ee On—1,n-p—1: 
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Die Gleichung (13.) enthält die vollständige Lösung des Gleichunes- 
systems (9.). Das Resultat lässt sich in einfacherer Form darstellen, wen 
man die Bezeichnung der Function a—1te" Grades etwas ändert. Man seız; 

pl) = (A-m)y,(z)+w(r), 


wo 
FE) u: pr) . ze" +A,:" + Ar" "+ ER +4,12 Pr A,; 


v(&) = Bue""+B,2"”+B,2""”+--+B, .c+B,_ 
ist. Da für e,.„_., dann A, und für e,_,,_,_, die Summe: 
u n—l,n—u—I 
+B 


einzusetzen ist, so geht die Gleichung (13.) über in: 


A—n)n—u) A, ’ 


in mine 


\ 'k,k— u 


14.) | 
I A—k—1),_,.(n—k)Kn—u), A, t A—k—1),._ı(n -k—1)n—u-1),_,_,B 


Man erkennt nunmehr ohne Schwierigkeit das Bildungsgesetz der Coe 
ficienten der gesuchten Dilferentialgleichung. Die Function g,(x) ergiebt s 
gleich der Summe zweier Ableitungen der Functionen y(x) und w (x), mulli- 
plieirt mit je einem Binomialcoeflicienten; aus der Gleichung (14.) folgt 

15. px) = Gt u grN (x) +4 —k—1 ET ie er 
Die für die hypergeometrische Function aufgestellten Bedingungen gehe: 


also der Gleichung (4.) die Gestalt: 


| { » ‚ f h n—k | f ” \ G —/ik) 2 £3 » \ 2 ‚(n- L 1) » 
\y Ob A [((A-k-1),p" la) + (A-k-1), u" "a 
1 { ÜR FR 


ey,‘ 
| 0, 


A 


worin g(x) und w(x) ganze Functionen vom »! und »—1'® Grade bedenten 
Die Funelion g(x) hat die endlichen singulären Punkte zu Wurzeln 
die Gleichung: 
17.) g(&) = (T-a)(2—a,)...(c—a,) 
bestimmt daher die Constanten von g(x) vollständig. Es bleibt nur noch 
übrig, nachzuweisen, wie die Constanten der Function w(z) von den gegebenen 
Werthen abhängen. Man findet, dass: 


b, 








day U 2 ng 


f(x) s—-a = °— An 


sein muss. 
Zu diesem Resultat führt die in der Definition aufgestellte Bedingung. 
dass die Differentialgleichung ein partikuläres Integral haben soll, welches nacı 
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f \h Ed B r B . . ! . " 
Division durch (e—a,)*‘" in der Umgebung von a, eindeutig, endlich und 


von Null verschieden ist. Man setzt in Gleichung (16 


y=|%T a,)’ N 
und 
2 a Ay [m __ \ | ee 2 e Pe e Er \3 N RR 
N u yı I ad, ya I d, 7/3 “ Ad, 


Durch Multiplication mit (@—a,)"""— entfernt man die gebrochenen und ne- 

oativen Exponenten, und hat dann das constante Glied und die Coeflieienten 

ler verschiedenen Potenzen von z—a, einzeln gleich Null zu nehmen. Das 
11 


constante Glied, zu dem nur die beiden höchsten Ableitungen von y beitragen 


siebt. weil 7, nicht verschwinden darf, die Bedingung: 


b,ry(a)—wia, 0 
ars pe) 7 8 
oder, da y a,)=| — ist. die foleende: 
.2—qa,J(x=a,) 
(ee ] 
b = u Zu A 
4 a J 
Man erkennt hieraus ohne Weiteres. dass die Grössen 5b, die Zähler deı 
u u (a “r h En * EANP 
Partialbruchzerlegung von —— sind, und es ist somit die Gleichung 18 
BEER (®) 
u, 


bewiesen. 

Durch die vorhergehenden Eniwicklunsen ist in aller Strenee die Dil 
ferentialgleichung (16.), in welcher (x) und w(z) die in (17.) und (18 
angegebenen Werthe haben, als diejenige Differentialgleichung hergeleii 
vorden, welcher die am Anfang definirte hvpergeomelrische Funelio 


H Fü Ü,, ... Uns 77 .. 3 — 2. = R rn £ N ı “ } ci; . 
(v b b..? ) genugen muss. Es soll nun umsekehrt bewiesen wer‘ 
1) 27 ..°* ns» w, 


dass die gefundene Differentialgleichung (16.) ausreichend ist, die hypergeo 
metrische Function zu bestimmen, indem das allgemeine Integral derselben genau 


pergeomeltrische Function 


diejenigen Eigenschaften hat, durch welche die hy 
definirt worden ist. | 

Die Differentialgleichung (16.) erlaubi eine Integration in geschlossene: 
Form; man findet bestimmte Integrale, sehr ähnlich dem der Gauss’scheı hyper- 
geometrischen Reihe, als parlikuläre Lösungen. An diesen bestimmien Integralen 


kann man direct die von der hypergeometrischen Function geforderte Art deı 


Verzweigung nachweisen. 








336 Pochhammer, über hypergeometrische Functionen höherer Ordnung. 


ll. 

Man integrirt die abgeleitete Diiferentialgleichung »‘° Ordnung, welch« 
kurz als kypergeometrische Differentialgleichung bezeichnet werden möge. durc) 
ein für y eingelührtes bestimmtes Integral. Dasselbe enthält = als Parameleı 
und ausserdem eine von x unabhängige, unbestimmt gelassene Function. übe: 
welche — nach dem Vorgang von Euler und Jacobi*) — derartig verlig 
wird. dass die unter dem Integraizeichen stehende Grösse ein vollständio«: 
Differential wird. Durch Auslührung der Integration in Bezug auf die Va- 
riable des bestimmten Integrals geht die Differentialgleichung in eine gewöhn- 
liche Gleichung über. 

Bei der Darstellung der hypergeometrischen Function durch bestimmie 
Integrale sind die Werthgebiete der Constanten einzuschränken. Im Folgenden 
werden die Constanten b,, b», ... db, grösser als 1, die Constante A. grösser 
als » vorausgeselzt werden. Es findet hier etwas Kölidliches statt, wie bei 
der Gammafunetion, deren Darstellung als bestimmtes Integral für alle ne- 
sativen Argumente divergirt, während ihr Werth nur für die negativen ganzen 
Zahlen unendlich wird. Die Beschränkungen von b,,. b,, ... b, und 4 lasseı 
sich später wieder beseiligen, indem sowohl Reductionsformeln zu Hülfe se- 
nommen werden können, als auch die Reihenentwicklungen für mehr Werth 
convergent sind, als die bestimmten Integrale. 

Die hypergeometrische Differentialgleichung lautet: 











d"y An EN 
pl) —[A —n)1 T) )+w(e)] mr rt De 
=) ın—-kl/N PUGBEER ©. 07 DE 5 \ ER d'y 
DV CE ze ET E NE ET nr Ze 
+ (-1)"[@a-1),p" (@) + a1), 9" (2)]y 
worin: 

o(2) = (2-a) (2 —4;)...(C—a,) 
= ee 

‚IN 

\W@+) \ w(x) = b, +- er +- 
p(®) c— a, — (A, 


v(z) = rg 


zu nehmen ist. 


Man setze: 
3.) 9 = SU) 'du, 


or 
De) 


*) Cir. Jacobi „Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergev 
metrischen Reihe* ım 56. Bande dieses Journals. 
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wo U eine Function von « allein, y constant, und Ah entweder constant oder 
gleich & sein soll. 
Dann folgt: 

d’ı \ in % 9 @, u RER ER 

3 °= 1 UA—-1)A—2R)...(A—k)(u— a)" "du. 
Für constante Grenzen ergiebt sich dies ohne Weiteres. Aber auch wenn 
h= x ist, verschwindet in 

U _ - / "VR-1)m-2)du+[ Uwe)" 

ae (4 (w—-z)’"du+[U(w—- x)" ],-. 


—', und in derselben Weise 


der zweite Summandus wegen des Factors («— x)‘ 
wird, weil A>n ist, bei allen » Dillferentialquotienten das von der variablen 
oberen Grenze herrührende Glied identisch gleich Null. 

Durch Einsetzung obiger Ausdrücke nimmt, nach Unterdrückung des ge- 


meinsamen Factors He die Differentialgleichung (1.) die folgende Form an: 


' (4-1) (1—2)... (An) p (x) (ur) 

z weten nisse In) pa) + we) Be 
je ® 4-1)...(4-k) ee -k-1),_,9" (x) + (A-k-1),_,_ 0") (u-2) du 
Ka pr (z) + (A—1),-,v"” (2)] (u ai 

= ©, 


Der Factor 
(4—1)(4—2)...(A—n+]1) 


kommt bei sämmtlichen Summanden vor, da 
(A—k—N)(A—k—2)...(A—n-+1)A—n) 








(A—k—1),_; =  #2..(a—h) 
Fr  @&—k—A)A—k-—2)...(A—n-+1) 
(A—k— a = 1.2...(n—k—1) 


gesetzt ist. Hebt man denselben heraus, so bleibt, abgesehen von ganzzah- 
ligen Factoren, nur noch A—» übrig, womit y(x) und seine Ableitungen mul- 
tiplieirt sind. Man trennt ferner die Glieder, in welchen (x) vorkommt, von 
denen, welche (x) enthalten, und gelangt somit zu der folgenden Gleichung: 


h en ge)” ) 


uU— XI 





U (A —n) (u— 2)" 14 (2) +y(z) Er a. +" (a ‚du 
“h i: £4 : U—L (te er x) \n—1 
+/ U(u—- x)" Iy in a AT Be al ya + yt Vz ee 7 ydu == 9, 


Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4. 43 
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Es ist leicht zu sehen, dass die beiden in den Klammern enthaltenen 
Summen durch Anwendung des Taylorschen Satzes, da y(x) und w(z) oanze 
Funclionen des »‘® und »—1'® Grades sind, in p(«) und w(w) übergehen, 
Auf diese Weise ergiebt sich: 


‚h FRE \/ \\—n— f f \Y—n 
/ U|y (u) (A—n) (u— a)" +wl(u)(a—z)"])du = 0, 


und es ist jetzt leicht, U so zu bestimmen, dass die Integration nach « aus- 
selührt werden kann. 
Bezeichnet V eine Function von «, so ist: 
dV ' 


RE: ) U— x Per == ] ( 1 — n)\(ua —ır Anl (ua — £ 2 aa 
du | ) | I\ ) N | 


Um also in obiger Gleichung den Ausdruck hinter dem Integralzeichen auf 
diese Form zu bringen, hat man nur zu setzen: 
(04 (u) = V, 
dV 


du ? 


(4.) m 
| Uv(u) = 


woraus folgt: 











IV ‘ b b. ı k 
( is v(u) da eins | l n 2 + ...t- £ b, |au, 
u 


v (u) u— 0, w Ad, — 1, 
loeV = b,log(u—a,)+b,log(«—a,)+ + b,log(u—a,), 
also 
5. | V’= (u-a)'(u—a)”...(u—a,)r, 
(. 
U = (u-a)"(w- a)... (ua). 


Nachdem U so als Function von « bestimmt worden ist, erhält man 


aus der Gleichung (1.) schliesslich: 


er d 2 TE 
/ — [V(w-z)""]du = 0 


du 


oder 


[2 


pP h, ö \h = \D ) 4 —nN 
Ka—a,)(a—a;)”...(u—a,) "(a—x)"],_,—[(a—a,)"(a—a;)”...(u—a,)(u—e)"),-. 


== Ö, 


Dieser Gleichung geschieht, da db,,. 5», ... b, und A—n nach der Voraus- 
selzung positiv sind, Genüge, sobald für y und h zwei der n-+1 Werthe 
dis day... Ad,, z genommen werden. Es ergeben sich also, wenn man durch 


7 


« und v zwei beliebige ganze Zahlen aus der Reihe 1, 2, ... » bezeichnel, 








1en 
ze 
N. 


dm 


f 
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die partikulären Integrale: 
A, \h ii \ b u Bi. ) | 
f == (w.— a)" (u—a)... (u — a)" (u— er)" du 


(6.) (und 
MR wi [4 
I), — 2 uam d Yaaaie ö 
y - / (a — a)" (u— 9)... (u— a," (u— x) "du, 


A ,, 


wodurch die Differentialgleichung (1.) vollständig integrirt ist. 

Die Grenzen der bestimmten Integrale a,. ... a, und x sind, wie bei 
den Perioden der Abelschen Integrale, die Verzweigungspunkte der zu in- 
tegrirenden Function. Es sollen diese partikulären Integrale, welche Zweige 
der allgemeinen hypergeometrischen Function darstellen, als hypergeometrische 
Integrale bezeichnet werden. 


IM. 


Es ist nun zu beweisen, dass das allgemeine Integral der behandelten 
Differentialgleichung gerade dasjenige Verhalten an den singulären Punkten 
zeigt, welches bei der Definition der hypergeometrischen Funclion fesigesetzi 
worden ist. 

Für die Umgebung jedes endlichen singulären Punktes «a, soll ein con- 
vergent entwickelbares Integral mit a—1 willkürlichen Constanten und ein 


anderes parlikuläres Integral, das sich wie die Potenz (2 — a,)"’ 


verhält, 
vorhanden sein. Der Beweis, dass dies der Fall ist, ergiebt sich daraus, dass 
je »—i verschiedene Integrale, die endlich und eindeutig sind, exisliren; denn 
diese liefern zusammen eine convergente, nach posiliven Potenzen von z—a, 
fortschreitende Reihe, deren »—1 erste Coefficienten willkürliche Constanten 
sind. Ebenso zeigt man, dass »—1 verschiedene Integrale nach Division durch 
x’ convergente fallende Reihen geben, wodurch die Bedingung für 2 — x 
erfüllt ist. Die nt” Integrale werden direct in der gesuchten Gestalt erhalten. 

Die Convergenz der Reihenentwicklungen folgert man überall aus der 
Eindeutigkeit und Endlichkeit der partikulären Integrale, nach dem Satze, dass 
jede Function in dem Gebiele, wo sie endlich und eindeutig ist, convergent 
entwickelt werden kann. Die Fälle, in denen nachgewiesen werden muss, dass 


die parlikulären Integrale von Null verschieden sind, werden durch den näch- 


sten Abschnitt erledigt, wo die Reihenentwicklungen selbsi gegeben werden. 


43% 
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Die Grenzen der bestimmten Integrale nach « sind je zwei der „11 
Grössen @,, @&, ... a, und x. Es zeigt sich, dass in der Umgebung eine; 
singulären Punktes «a, immer diejenigen Integrale, welche a, nicht als Grenz. 
enthalten, eindeutig und endlich sind; die Grenzen a, und x liefern dagegen 
das mehrdeutige Integral, das nach Division durch (e-a,)’*’” eindeutig un 
endlich wird. Für die Entwicklung nach fallenden Potenzen von x gehören 
die »—1 Integrale mit constanten Grenzen zusammen, und der zweite Ex- 
ponent kommt nur, wenn man x zur Grenze nimmt, vor. 

Die verschiedenen partikulären Integrale sollen im Folgenden durch In- 


dices bezeichnet werden, indem man setzt: 


Yu ” (a- a)" (u—- a)’ — a, (u— x)’ "du, 


y 
y,- (u—- a) (u— 0)... (ua, (u— x)’ du. 
a y 
Die Integrale y,, werden durch die Substitution: 

“= (a,—a,)u+ta, 


auf die Grenzen O0 und 1 gebracht; es REN sich dann: 


lı=n b a )—1 
" r— a z—a 
Yu» = (a,—a,)' fu Ze)’ (e-——) dv, 
u 


wo 


s = b+b+:'+b,+4 
gesetzt ist. Man bemerke, dass unter den » ersten Factoren stets eine Potenz 
von v und eine Potenz von e—1 vorkommt. Man erhält z. B. für y,:: 








Yı2 — 
\ £ . 1 , ada.—(aA b—1 _ In—l, m c—d a—1 
aa) "fo ae! 1) (v nn NE e———) d. 
; 4,—d, a, —d, ,—u, 
0 
Die Integrale y, nehmen die Grenzen O0 und 1 durch die Substitution: 
u= (—-a,)o+ta, 
an; sie erhalten dann die folgende Gestalt: 
,+ ı 1 vr. 
1. = Klar fort)" 
0 
(r=1,2,...(v9—1), a 
wo K, die Constante: 
,— b— \t Bier u xb,— 
(a,—a, y u 4,—4,,) j ...(a,_1—a,)’-1 (a,,,—a,)r+ ... (4,—4,) u” 


bedeutet. Es ist z.B. yı: 











Pochhammer, über hypergeometrische Functionen höherer Ordnung. 341 


1 
Sue K,(e—- a)“ ei; aka €, m. 


’ h —| . b —l yes b —! 
cTt—düa \. 6 3 2—-& n 
= —ı,—1) ( “o-1) 7 ( Lv- 1) de. 


d,— di, dn—d, 

Man behandelt zunächst die Integrale y,,, von denen zu beweisen ist, 
dass sie für das Bereich eines singulären Punktes «, eindeutig und endlich 
sind, sobald % weder w. noch » ist. Die Endlichkeit erhellt ohne Weiteres, 
sowohl bei diesen, als bei den andern Integralen, da b4,—1,. ... b,—1. 4—1 
als positiv vorausgeselzt sind, und man folglich eine überall endliche Function 
zwischen endlichen Grenzen zu integriren hat. Um auf die Eindeutigkeit zu 
prüfen, lässt man die Variable x in der imaginären Ebene eine kleine ge- 
schlossene Curve um den Punkt «a, beschreiben; kommt die Funclion genau 
mit dem früheren Werthe zurück. so ist sie eindeutig. Man nimmt demnach 
z in der Nähe von a, an und bezeichnet die Coordinaten der kleinen ge- 
schlossenen Curve durch z£+dx. Es sei: = I, +iS, wo 5, und S, reell, 
und de = 08,+idS,. Der Punkt x gilt hierbei als fester Ausgangspunkt; das 
Verhältniss von d$, und dS, zu einander giebt die Form der kleinen Curve. 

Das betrachtete Integral: 


we a en = 
Yu» = / (a-a)"...(u-a,)""(u—x) du, 


u 


in welchem nur der letzte Factor («—x)’-' variabel ist, löst man für den vor- 
liegenden Zweck in seine Elemente auf, und zeigt, dass jedes einzelne Ele- 
ment eindeutig ist. 

Wenn x eine kleine Curve um den Punkt «a, durchläuft. so beschreibt 
die Differenz 2—u eine congruente Curve, die von der ersteren um die 
Werthe des x entfernt ist. Nur in dem Falle. wo die Curve des 2—u den 
Nullpunkt einschliesst, kommt die Potenz (e— uw)" und ebenso (w— x)‘ "" mit 
einem andern als dem ursprünglichen Werthe zurück. Es ist nun leicht zu 
sehen, dass wenn x fortwährend von a, nur wenig verschieden ist, während 
u einen Werth zwischen a, und a, hat, man die Curve der Differenz 2 — u 
stels in endlicher Entfernung vom Nullpunkt halten kann. Denn selbst für den 
Fall, dass a, zwischen a, und a, liegt, braucht man nur die Integrationscurve 
des u so zu wählen, dass der Punkt a, umgangen wird. Beschreibt also x 
eine kleine Curve um den Punkt a,, so bleiben alle Elemente: 

(u—- a)... (ua, (u— x)! du 
des Integrals y,, eindeutig; folglich ist das Integral selbst eindeutig. 
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Die Funclion y, fand man gleich dem Ausdruck: 


1 

e Bd. +4 ee. er E— 
y, = R,(z—a,) a) et, —1) 1 IT (—" Be 1) 3 
h (7) d,— (; ) 


HI vor ai bestimmte Integral getreten is! 


in welchem die Potenz a 
Man erkennt unmittelbar, dass letzteres eindeutig bleibt, wenn x den Punkt « 
umkreist. Denn da z—a, eine kleine Grösse ist, und ® die Einheit nicht über- 
steigt, so ist der Subtrahendus 1 überall weit grösser als der Minuendu: 


= — ö in C— (Ay . i . 
I c, so dass die Differenzen — Ih, sämmtlich von Nuli um enl- 
—uk ı uk 


liche Werthe verschieden bleiben. Es ist also jedes Element: 


b,—1 ER, | b,—1 
z— wen A ; 7% 2 zT — dA; n 
® —1)' [= v—1) er (28 2-1) dv 
a, — 4x ad, — 4; An — (4x 


und folglich jenes bestimmte Integral selbst im Bereich des Punktes «a, eindeutig, 
Hieraus geht hervor, dass die Function y, nach Division durch (2a) 





eindeutig und endlich wird. 
Für den Punkt a, ist schliesslich noch die Eindeutigkeit des Integrals y,: 


® . \b,— x 
Y, -f (a—a)"...(u—a,)"  (u- x) "du, 


wenn v von %k verschieden ist, nachzuweisen. Wenn x die kleine Curve mil 
den Coordinaten @+Jdx um den Punkt a, beschreibt. variirt y, in doppelter 
Weise, indem einerseits der Factor (u—.r)’"', andererseits die obere Grenze 
von x abhängen. Die von der oberen Grenze herrührende Variation ist aber 
identisch gleich Null, weswegen y, ähnlich wie die Integrale mit constanier 


Grenze behandelt werden kann. Man hat: 


dy 

dy, = — dr 

Y, u 
oder. wenn man die Regeln über das Differentiiren bestimmter Integrale an- 
wendet: 

Oy, 
°y . / \ = 2-17 j 

/ (ua, )”""..(u—a,)’"1d (ua) ]du+[(u—a,)"""... (u—a,)’ (u), 


ad 


y 


Der zweite Summandus verschwindet durch den Factor („u— x)’, und ma 
erhält daher das Increment von y, dadurch, dass man ausschliesslich in 
(a— @)' die Werthe r+Jdx für x einselzt, dagegen die obere Grenze un- 
verändert gleich dem Ausgangswerlh x lässt. Indem man nun wieder das 





ä 

# 

B 

x 

Bi 

hi 
& 
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Integral in seine Elemente auflöst, ist es nicht schwer, zu beweisen, dass 
jedes einzelne Element eindeutig ist. Der Einfachheit halber denke man sich 
5 auf der Verbindungslinie von a, und a, liegend, in welchem Falle man 
gradlinig von bis a, integriren kann. Umkreist dann x den Punkt a,, so 
hleibt die congruente kleine Curve der Differenz 2 — a, wenn a einen Werth 
zwischen x und a, hat, stets ausserhalb des Nullpunktes mit einziger Ausnahme 
des ersten Elements, dessen Curve für «= x vom Nullpunkt selbst ausgeht 
und dahin zurückkehrt. Dieses eine Element ist jedoch bei seinem Ausgangs- 
und Rückkehrpunkte wegen des Factors (#«— x)‘ "' identisch Null. Es kommen 
also auch in y, sämmtliche Elemente nach Umkreisung des Punktes «a, mit 


dem ursprünglichen Werthe wieder an; folglich ist y, im Bereich von «a, ein- 


deutig. Liegt x nicht grade in der Verbindungslinie von a, und a,, so hat 
man, um dieselbe Schlussfolgerung anwenden zu können, nur in der Inte- 
srationscurve des « den Punkt a, genügend zu umgehen. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass alle Integrale y,, und y, für den 
Punkt a, eindeutig und endlich sind, sobald « und v» von k verschieden sind, 
während y, nach Division durch die Potenz (2—qa,)"* Pi eindeutig und endlich 
wird. Es bleibt der singuläre Werth r= x übrig, für den bewiesen wird, 
dass alle Integrale y,, nach Division durch «’”' endlich und eindeutig sind. 

Schreibt man y,,: 

Yuy = a "aaa... wa, (1) dm, 


day 


so sieht man unmittelbar, dass wenn x einen Kreis um den Anfangspunkt mit 
genügend grossem Radius beschreibt, die Curve der Differenz (—-1) für 
alle Werthe des « in der Nähe des Punktes (—1), also in endlicher Entfer- 
nung vom Nullpunkt bleibt. Aus der Eindeutigkeit und Endlichkeit aller Ele- 
mente des obigen bestimmien Integrals folgt die Eindeuligkeit und Endlichkeil 
des Produels: y,,a2”"" für alle genügend grossen Werthe des x. Es sind 
daher a—1 verschiedene partikuläre Integrale vorhanden, welche nach Division 
durch °”' für grosse Werthe des x eindeutig und endlich sind. 

Hiermit ist der Beweis geliefert, dass das allgemeine Integral der be- 
handelten Differentialgleichung die am Anfang gestellten Bedingungen sämmtlich 
erfüllt, und dass dasselbe folglich mit der hypergeometrischen Function nter 
Ordnung völlig identisch ist. 

Es bliebe noch übrig, den Exponenten des »t°n Integrals für = = x 
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zu ermitteln. Dieser Exponent kommt in den Bedingungen nicht vor; der a) 
das »'° Integral gestellten Forderung, sich algebraisch für = x zu verhalten, 
ist schon durch die Form der Gleichung (1.) im Abschnitt (1.) genügt, dı 
Logarithmen bei dem alleinstehenden Integral nicht auftreten können. Der 
Exponent soll jedoch der Vollständigkeit halber berechnet werden. 

Bis auf ganzzahlige Bestandtheile findet man denselben aus dem be- 
kannien Satz *), dass die Summe der Exponenten für = sich von der 
Summe aller übrigen Exponenten nur um ganze Zahlen unterscheidet. Be- 
zeichnet o den gesuchten Exponenten und m eine unbestimmte ganze Zahl, 


so folgt: 
o+m+(a—1)4—1) = b,+b,+--+b,+n(4—1) 
oder 
o=s—m, 
wo 


s = b,+b+:-.+b,+4 


gesetzt ist. 
Um o genau zu ermitteln, setzt man 


KUREN 
und führt in die Differentialgleichung für 7; die Reihe 
— n.,. BB s4... 
N nnd Yyıt x +3 a 
ein. Die Forderung, dass y, von Null verschieden sein soll, giebt dann die 


Gleichung: 


S=ß6(, 
wo S die nachstehende ganze Function »!en Grades von © bezeichnet: 
S = (—1)[(#—1),r!+(2—1),_,(a—1)!B,] 
+(-1)"" (a), [A 2). (Ra 1) Ka), + (A 2) —2)!(R—1), Bu] 
— (9), (a— 1)! —n),(n), + Bo] + (un). 
Es handelt sich darum, die »t® Wurzel der Gleichung S=0 zu finden, von 


der man weiss, dass a—1 Wurzeln nur um ganze Zahlen von A verschieden 
sind. Man zeigt, dass o=s-—n Wurzel der Gleichung S=0, und daher der 


gesuchte Exponent ist. 


*) Ein allgemeiner Beweis dieses Satzes, welchen auch Riemann in seiner Arbeit 
über die hyperge ometrische Reihe benutzt, findet sich in der erwähnten Abhandlung 


des Herrn Fuchs. 











wa 





- 
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Setzt man nämlich s—n für o ein, so geht. da B,=s-—4 ist, der all- 
gemeine Term von S, nach Anwendung der Formel 
(0); = (o—1),+(0—1),_ı> 
in folgenden Ausdruck über: 
Del (s—n),k(n—1),_,4—k),_,(n—k)! 
vi +(s— 2), 1 (+ In—1),(7— k—1),,_ (a — k—1)! | 


Hierin hebt sich der zweite Summandus des A'en Terms überall gegen den 
ersten Summandus des %-+ 1er Terms, während gleichzeitig die Endelieder 
verschwinden. Somit ergiebt sich = s—n als Wurzel von S=V0. 

Das »!° Hauptintegral für den unendlichen singulären Punkt ist folglich 
nach Division durch die Potenz ©” für 2=x eindeutig, endlich und von Null 


verschieden. 
IV. 

Die Reihenentwicklungen. welche sich für die hypergeomelrischen In- 
tegrale ergeben. sind wesentlich verschiedener Art bei den mehrdeutigen und 
bei den eindeutigen Integralen. Bei ersteren erhält man, nach Abtrennung 
des mehrdeutigen Potenzfactors, eine Reihenentwicklung, bei welcher die Coel- 
ficienten endliche Summen sind, so lange die Potenz endlich ist. In der Ent- 
wicklung der eindeutigen Integrale dagegen treten, von der dritten Ordnung 
an, überall unendliche Reihen als Coeffieienten der einzelnen Potenzen auf. 

Die Reihenentwicklungen für die mehrdeutigen Integrale sollen zuerst 
ausgeführt werden. Es folgt die Behandlung der eindeutigen Integrale y,,,» 
bei denen sich die als Coefficienten auftretenden unendlichen Reihen ebenfalls 
als hypergeometrische Integrale erweisen. Man findet Beziehungen zwischen 
Integralen „te und »—1ter Ordnung, indem, abgesehen von einem Binomial- 
coeffieienten, letztere mit constantem Argument die Coeflicienten der Reihen- 
entwicklungen ersterer werden. Man wählt, der einfacheren Bezeichnung wegen, 
den singulären Punkt a, aus und entwickelt die nach Polenzen von za, 
fortschreitenden Reihen. Es bleibt aber a, beliebig, so dass die Entwicklungen 
ebenso für &. ... a, gelten. 

Das mehrdeutige Hauptintegral für den Punkt a, ist, nach Fortlassung 


constanter Factoren, folgendes: 


1 Der ‚ u 6, 
vn me u. u c—da 2 cz—da n 
1=(@-ajHf Org ue)” (1- eo)" de. 
. a a,—d, 


0 
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Man setzt für die Potenzen der Binomialreihen ein: 


(1-2 —d, 7 .. 


1-1, re +0,11, a fee 1,7 uud a RE 


aa (a,—a,) ” rn 


kurz bezeichnet durch: 











1-0 (aa) + (Near, 
indem, für v—2, 3, 
, —k 
cl’) u (b,—1),.(a,—a;) 


genannt ist, und führt die Multiplication aus. Der Coefficient von (e—a,)'r‘, 
den man durch (—1)"C, bezeichnet, wird bestimmt durch die Gleichung: 


I 30. _ (2) (3) (n) 
C; BR (m - pri ‚Cm,) Cm.) . - Elm, )» 
My. M 


worin die Summe sich über alle ganzzahligen Werthe von m,, m;,... m, er- 
streckt, welche der Bedingung: 


m; tm ++ +m, = Ä 


genügen. Es ist hiernach 




















(b,—1), u = N), 
ae d,— 4, + ae a—a ° 
er, (b,—1), a wi (b —1), 
’ (a,—a,) 7 (a,—a,)' PER (a.—a,)’ 
Ä = -N,&b—N, , &-D&b—d, bGfH—-N) 1), . 
—1a,)(a,. —4,) Ta —a,)(a,—a ur ” (.—a,)a,—a,) ; 
allgemein 
C 2 (b,—1) — 1): (b,— 1% 








Era + rt 


(@, 4, 4 


&-DabN, ba—D, Di: 
Fa Aa—a)t Tran aaa 


(b,—1):-2(b,—1), (b, — 1)ı-: (b, —1),&,—1}), + RE 
a, —a, Ca, —a,” ' (a,—a,)*(a, —a,)(a,—a,) 














2 —1), b,— = .(Örr1—1), BrH— N) a1), N), , 


(An—i+ Aa a, 4). (Un 4, ) (a, ne a, ) 








+ ++ 


— a, )(a, —a, )... (41 —4,) 
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Nach Festsetzung dieser Benennung ergiebt sich: 





NN 
(za Yard-ı 
= f er 1-o)’"'do 1-6, (2-a,) oe + C,(2-—a, )o— +++ (1) C,(r ao ++] 
0 
Mi V-IiLn_pn Aa “ b, ‚i—1 
= fe (1—-e) Tdv— CO, (z-a)f v"(1— de 
0 0 
\2 . b,+1 i— b,+k—1 Al 
+0.(0-af e" (1—v) .++(—1) ae (1—-ve)Y dot 
0 


Die hier vorkommenden bestimmten Integrale sind Ealersche Integrale der 
ersten Art, welche durch /'-Functionen nach der bekannten Formel: 


u “ I(u) IA) 
u—l ‚A l 5 a a Be 
fi oe" (1— dv Turi 


0 





ausgedrückt werden. Man erhält also: 











yo vd. ir ee A)T(A) ie +2 Ta 
w-a,ytriı Ib, -+4) — (ea) Ib, + 1) +0, (2—-a,)- Tı + Ar2) 
1) Fo) ing 
+(—1)’ CO, (2 -a,) Tora! 
Wendet man auf /'(b,+%) und ee „+ k) die Reductionsformel 
Ip+k) = p(p+ (p+k—1)I'(p) 
l 1 2 N I’ (A ; (A ) 
an, so erhält die rechte Seite den gemeinsamen Factor rn der wegen 


der willkürlichen Constante des Integrals fortgelassen werden kann. Ausser- 


dem ist der Quotient 
b, (b, +1). Hk an 1) 
5,96 HR Fir. b, A FA+k—T) 


gleich dem Quotienten der beiden use (b,+%—1), und 


(,)+4+k—1),. 


Auf diese Weise gewinnt man schliesslich für das mehrdeutige Integral 





y, die Reihenentwicklung: 








u nie, (b, ): + 1), uf; 2__ (b, 1 2); ET 
rn, eat a. ie == 27 an 
Di _ 1 en Hh ie u 
Oder 
\b.42 2 (—N(b +k—1 i .) 
Yyı = (2 a, + 1 7 Hier or j\ . C, ‚(TC —4),) ° 
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Die Reihe nimmt z. B. für die Differentialgleichung dritter Ordnung die 


folgende Gestalt an: 


Yı Br 
(2— a, Pr 4- BG: 






































b, [&,—1), , (b,—1), 
ee Ye ”, a4,—a, ea) 

= b(b, +1) = a (b,—1), (b, ri N‘ (b, FR ; 

&b+A)(b +4+1)UCa, iceer er vi (a,—a)- —4,) 

b,(b, +1)(b, +2 (b, n, a (b,-1), N, ’ (b, KR (b,-1), ‚ (ba Ikea, 

+2) (b,+4+1)(b, rg +2) L(a,-a,)’ (a, -a, )? (a,-a,) (a,-a,)(a,-a,)’ "a, = 
PR 
PEBEn b,(b,+1)...(6, + k—1) [ S _&,-Nı-, (b,—1), ( “ 
NH SF FIHND...&,FAHkDLS, (a, —a (a, a y Ja) 
Es 


Dieser Ausdruck ist die einfachste Reihe nach der Gaussschen, in welche 


derselbe für 5, =1 übergeht. 
Die eindeutigen Integrale y,, erhält man für den Punkt «,, wenn man 


weder u noch v gleich 1 macht. Man setze in 


us bi 6,— PR ER 
B. = / (u— a) (u—a,)"...(u—a,)" (u— a) 'du 


er 


für (a— x)’"' die Entwicklung nach dem binomischen Satz: 
(„-a,—[2-a,]) "= (u-a,)"—(4—1) (u—a,)"(2-a,) 

+(4-1),(u—a,) 2a) — ++ 1)(4-—1),(u-a,) (za) 
-F . . . . . . . . . . . . . . . a 


dann ergiebt sich, wenn man der Abkürzung halber 


/" (wu-a) (u—)”"...(u—a,)"'du = F(P) 


Qu 


seizt, für y,, der Ausdruck: 

Yu, = F(b+4-1)—- A—1),F(b,+4—2) (2 —-a,)+(4—N), Fb, +i—3) (2-4) 
— + (—1)"(4—1), F(bh + — kl) (ea) +: 

Da a, nach der Voraussetzung in den Grenzen a, und a, nicht vorkommt, 


nimml a,, wenn man z»—1 für » setzt, in F(P) genau dieselbe Stelle ein, wie 
Die Ausdrücke F(/) sind daher, wenn man a, als unabhängige 


= m $,, 








die 
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Variable auffasst, dieselben Integralfunctionen für die »— 1! Ordnung, wie 
Y., für die n‘°. 

Als Beispiel für diese Entwicklungen mögen die hypergeometrischen 
Integrale dritter Ordnung dienen, bei welchen die Coeffieienten Inteorale zweiter 


Ordnung, also Gausssche hypergeomeitrische Reihen, mit constantem Argument 


werden. 
Wenn man in dem Integral 


%A; e 
f b,— \b,.—1l a u 
Yas = f (u—a,)" '(a—a,) (u— a)” (u— za) du 


As 
den binomischen Satz auf den letzten Factor anwendet: 
(u— 2)'"' — «—a—-[2-a])" - 
(w-a,)"—-(41—-1),(w-4,)" (2-0) +(—1),(u- a)" (2a) —--. 
so folgt: 
Yyı;3 = 


’a z \2 
Y a b,—1/ b,+4—2 — c—a 
/ (u-a,)”(u—a;)” "(u—a,)"*} du| 1 a) u 0 ,—1): = tel: 
) 


Ay 


Man bringt das Integral auf die Grenzen O0 und 1 durch die Substitution: 








u = (y-)o-+Q,, 


und gelangt hierdurch, wenn man von einem constanten Factor absieht, zu 


dem Ausdruck : 


Pe Fi (1-0)! (1—go)": +42 Ip 


£ 7 
BE... (@-a)f vo) >de+-- 


a,—d, \ 


N 7 eh: i 
+(-1)* AD (2-a,/ Fee) dot, 


(a,—a, 





0 


. . 77 . . 7 . 
in welchem durch g der Quotient er bezeichnet ist. Nun ist 


1 2 


‚Per rn l’(b,)I(b,) F/ ’ 
I "A-v)(1-— —go)"* do — Tb, u F(k+2—b,—4,b,.b,+b;,q), 


0 
wo F die Gausssche Reihe bedeutet. Man erhält folglich. 
des gemeinsamen Factors von Z'-Functionen, das nachstehende partikuläre 


Integral für die dritte Ordnung: 


nach Forthebung 
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y3=F(2-b-4, b, btb,,g)- CZ (0a) Fb, 4, bu, but burg, 
1, RR 
+ lea Fb —4, b,,b,+b;, Gym 
, AN | 
HN = or @- a F(k+2-b—4, b,b»+b,g)+ 


Ganz analoge Resultate ergeben sich, wenn man die Integrale y,, nacl 
fallenden Potenzen von x entwickelt. 
Setzt man: 


m 6.43 \h Ra 
y= (£e-a)"2—- a)... (2-a,)etn, 


so hat die Variable 7 bei jedem singulären Punkte a, ein einziges eindeuliges 
und »—1 mehrdeutige Integrale; für die zweite Ordnung haben y und » gleiche 
Eigenschaften. Es ist zu erwähnen, dass die gewöhnliche Form der Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Reihe mit der Gleichung für 7, identisch ist, 


V. 


Es soll zum Schluss noch die Existenz von Relationen dargethan 
werden, welche zwischen verschiedenen Functionen %,,, deren Exponenten 
sich um ganze Zahlen unterscheiden, statt haben. Diese Relationen enthalten 
je »+1 der Integrale y,,, in Bezug auf welche sie linear und homogen sind: 
die Coefficienten sind rationale Functionen der Argumenle x, 4, a,, bi»... a,,b.. 
Zur Herleitung dient eine Eigenschaft der Differentialgleichungen, deren Coel- 
ficienten ganze Funclionen von x sind, und bei denen der Grad letzterer mit 
der Ordnung des betreffenden Differentialquotienten übereinstimmt. 


Ist eine Differentialgleichung + 1: Ordnung: 


d"+1y  ; a 
Gr) tr te) ty = 0 
f +( ) Ggmi + p \ >35 17 +Qı( ur fo Y 
gegeben, wo ,„(x) eine ganze Function des m‘®® Grades bezeichnet, und 
existirt für den singulären Punki a, ein eindeutiges und endliches Integral. 
so ist dasselbe in der Reihenentwicklung enthalten, welche sich aus der Dil- 


ferentialgleichung durch die Substitution: 


y=% 
y= Sc 


u) 


ergiebt. Durch Einführung der Reihe erhält man. als Bedingung, dass der 


nm... \u 
u L d;) 
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Coefficient von (@e—a,)” verschwinde, eine Gleichung: 

P, nn tft tP,o = 0, 
hei der die Grössen P,.,., --.- P, linear aus den Constanten der Functionen 
y,„ zusammengeselzt sind. Es sind also, was charakteristisch für die betrachtete 
Differentialgleichung ist, je »+1 Coeflicienten ec, durch eine lineare, homogene 
Gleichung verbunden. 

Betrachtet man nun Functionen y,, von der »-+1!en Ordnung, so ist 
deren Differentialgleichung von der hier behandelten Form. Die Coefficienten 
ihrer Entwicklung sind, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, Functionen 
y., von der »‘*» Ordnung, deren Argumente sich aus a,, b,, ... 4,1, bu, 4 
und ganzen Zahlen zusammensetzen, multiplieirt mit je einem Binomialcoef- 
ficienten. 

Diese Grössen y,„, von der x»! Ordnung werden als angrenzende 
Functionen bezeichnet, da ihre Argumente bis auf Exponenten, die sich um 
sanze Zahlen unterscheiden, identisch sind. Die soeben entwickelte Relation 
zwischen den Coefficienten e, führt also hier unmittelbar zu dem Satz: dass 
je »+1 derarlige angrenzende Funclionen y,, der n{“" Ordnung durch eine 
lineare homogene Gleichung verbunden sind. 

Die Factoren der Grössen ec, bestehen linear aus den Constanten der 
Functionen Y,„. Da aber bei der hypergeometrischen Differentialgleichung 
diese Constanten,. in Folge der Beziehungen zwischen den Wurzeln und den 
Coefficienten algebraischer Functionen, rational aus den Argumenten a,, b,. ... 
zusammengesetzt sind (Gl. (2.) in II.): so folgt, dass die Coeffieienten der obigen 
linearen und homogenen Gleichungen rationale Functionen der 2»+2 Argumente 
der hypergeometrischen Function sind. 

Es soll als Beispiel die schon im vorigen Abschnitt angeführte Reihen- 
entwicklung dritter Ordnung behandelt werden, bei welcher man zu den be- 
kannten Relationen zwischen drei angrenzenden hypergeometrischen Reihen 
gelangt. 


Man fand als Integral der hypergeometrischen Differentialgleichung 


dritter Ordnung den Ausdruck: 


Y; = FR —-b,—4, b,,b,+b,,.g)— CN (@-0)F(8-b,—4, b,.b,+b;,q) 


d, i 


A— 2 / 
ED sa) Fa--,, td 


(a, 4, ) 


HET FR trend - 








(a, 6 f 
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Bei der Differentialgleichung dritter Ordnung bestehen lineare Be- 


Al 


ziehungen zwischen je drei aufeinanderfolgenden Coeflicienten c, der Ent- 


wicklung: 


u=% 
Y . = c,(2—-).> 


u=y 
und es ergiebt sich somit die Eigenschaft der Gaussschen Reihe, dass: 
F(r,s,t,g), F(r+1,s,t,g) und F(r+2,s,t,gq) 
durch eine lineare, homogene Gleichung mit Coefficienten, die sich rational 
aus r, s, £, q zusammensetzen, verbunden sind. 


Berlin. im Dezember 1869. 
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Ueber trigonometrische Reihen. 
(Von Herrn E. Heine in Halle a. S.) 


$.1. Bi: in die neueste Zeit glaubte man, es sei das Integral einer 
convergenten Reihe, deren Glieder zwischen endlichen Integrationsgrenzen 
endlich bleiben, gleich der Summe aus den Integralen der einzelnen Glieder. 
und erst Herr Weierstrass hat bemerkt, der Beweis dieses Satzes erfordere. 
dass die Reihe in den Integrationsgrenzen nicht nur convergire, sondern dass 
sie auch in gleichem Grade convergire *). Hiermit ist aber der Satz: 

Eine zwischen 2 = —n und # = gegebene endliche Function f(x) lässt 
sich höchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe von der Form 

(o.) fir) = 4Ww+ (a,cose +b,sinz)+ (a,cos2c-+b,sin?xz)—+--- 

entwickeln 
hinfällig geworden, und durch die Arbeiten von Dirichlet, Lipschitz und Riemann 
ist daher nur festgestellt. dass eine Function von x in einer Anzahl von 
Fällen sehr allgemeiner Natur sich in eine Reihe von der Form («.). deren 
Coefficienten bekannt sind, entwickeln lasse, aber nicht, auf wie viele Arten 
die Entwickelung geschehen könne. 

Die Bedeutung, welche der Darstellung einer Function durch eine 
trigonometrische Reihe bisher zukam, beruhte zum grossen Theile in der Ein- 
heit der Entwickelung, also in der Sicherheit, dieselbe Reihe zu finden, auf 
welchem Wege man auch die Function in die Reihe transformiren möge. Ich 
habe deshalb versucht, den vorstehenden Satz mit einem anderen zu ver- 
tauschen, der die Einheit der Entwickelung wiederherstellt. und für mancherlei 
Anwendungen, z. B. auf Probleme der Physik, ausreicht. 

Eine leichte Ueberlegung (M. vgl. den Schluss des $.2.) zeigt zwar, 
dass eine Reihe («.), welche gleich einer discontinuirlichen Function ist. selbst 
wenn sie endlich bleibt, unmöglich in gleichem Grade convergiren kann; es 
ist aber noch nicht bekannt, dass, oder vielmehr ob eine Reihe, welche eine 
conlinuirliche Function darstellt, in gleichem Grade convergiren muss, was man 


——— 





*) Im gegenw, Journal führt auch Herr Thome in Berlin diesen Satz als bekannt 
an. M. vergl.: Ueber die Kettenbruchentwickelung der Gaussschen Function F(«a,1,7,x), 
Bd. 66, 8. 334. 
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wohl stillschweigend angenommen hat. Dieser Gegenstand wird auch in 
Folgenden nicht aufgeklärt. Man weiss ferner bis heute*) noch nicht einmal 
mit Sicherheit, ob es überhaupt möglich ist, eine gegebene continuirliche Function 
durch eine in gleichem Grade convergente trigonometrische Reihe darzustellen 
Hierüber, so wie über die ähnliche Frage für den Fall noch anderer endlie) 
bleibender Functlionen, giebt der folgende Satz Aufschluss, zu dessen Beweis 
(M. vgl. den Anhang) man die wesentlichen Elemente in Dirichlets berühmter 
Arbeit über die Fowurierschen Reihen in Doves Repertorium **) findet: 

I. Satz. Die Fouriersche Reihe für eine endliche Function f(x). die 
eine endliche Anzahl Maxima und Minima besitzt, d. h. diejenige ganz be- 


stimmte Reihe von der Form («.), in welcher 


° 


I 7T 
UM, fix) cosmxede, nb, = / f(z)sinmxede«, 
— 11 


m 


je 
convergirt in gleichem Grade, sobald f(x) continwrlich von —rı bis ı (inel.) 
und f(n)=f(—7) ist: in allen anderen Fällen ist sie nur im allgemeinen in 
gleichem Grade convergent. 

Der Ausdruck „im allgemeinen“ wird hier wie im Folgenden gebraucht. 
wenn die Ausnahme sich auf eine endliche Anzahl von Punkten beziehen soll. 
Die Ausnahmestellen im obigen Satze sind übrigens leicht anzugeben; sie sind 
nämlich die Umgebungen der Unstetigkeitspunkte, — in sofern die Unstetig- 
keiten in diesen Punkten nicht durch Abänderung der Function in denselben 
fortgeschaflt werden können, — und ausserdem = +77, wenn nicht fm)=f(— 

Durch diesen Satz ist der Weg angebahnt, auf welchem man von dem 
unbewiesenen Satze an der Spitze zu einem sicheren gelangen kann. Dies ge- 
schieht zwar sofort, wenn man den Schlussworten desselben noch die Bedin- 
gung hinzufügt, ..die in gleichem Grade convergirt““; er würde aber zu eng 
sein, weil er seine Bedeutung schon verliert, wenn es sich nicht grade um 
eine continuirliche Function handelt, für die noch ausserdem f(a)=f(—n), weil. 
wie oben bemerkt wurde, in den anderen Fällen keine einzige in gleichem 
Grade convergente Entwickelung existirt. Ich vertausche diesen Satz nunmehr 


mit dem folgenden: 


*) Die folgenden beiden Sätze und den Inhalt des $.6 habe ich Herrn Thomae 
mitgetheilt, der meine Untersuchungen in einem Werke, welches über die Jacobischen 


()- Pa handeln soll, 


nutzen wünschte. 
=#) Bd. 1, S.152—174: Ueber dıe Darstellung ganz willkührlicher Funktionen durch 


Sinus- und Cosinusreihen. 


und welches sich schon unter der Presse befindet, zu be 
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II. Satz. Eine im allgemeinen stetige, nicht nothwendig endliche 
Function fix) lässt sich höchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe 
ron der Form («.) entwickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist, 
im allgemeinen in gleichem Grade zu convergiren. Die Reihe stellt die Function 
im allgemeinen von —rı bis n dar. 

Der Schluss dieses Satzes bedarf noch einer Erläuterung: Entwickelt 
man eine gegebene endliche Function in eine Fouriersche Reihe, so muss man 
darauf verzichten, dass die Reihe die gegebene Function genau darstellt: an 
den Stellen der Discontinuität giebt sie bekanntlich einen gewissen Mittelwerth. 
Die nächste Frage würde nun sein, ob diejenige Function, welche genau gleich 
der Fourierschen Reihe ist, auch noch genau durch eine andere trigonometrische 
Reihe von der Form («.) dargestellt werden kann. Durch Herrn Caxtor*) in 
Halle. den ich mit meinen Untersuchungen bekannt machte. wurde ich ver- 
anlasst. sie auch auf den Fall auszudehnen, dass eine Uebereinstimmung an 
den Unstetigkeitspunkten nicht mehr gefordert wird **). Der II. Satz giebt 
nun das Resultat an. wenn auf die Uebereinstimmung in diesen und noch in 
irgend welchen anderen Punkten in endlicher Anzahl verzichtet wird; er sagt, 
dass nichts desto weniger die Reihe bestimmt sei, dass sie also mit der Fourier- 
schen Entwickelung, wenn dieselbe für die Function existirt, übereinstimmt. 

Es ist einleuchtend, dass der II. Satz auch in folgende Gestalt gebracht 
werden kann, in welcher er bewiesen werden soll: 

Ill. Satz. Soll eine trigonometrische Reihe (e.) von —ı bis ı im 
allgemeinen in gleichem Grade convergiren und im allgemeinen Null vorstellen, 
wobei nicht vorausgesetzt wird. dass sie da, wo sie nicht verschwindet, einen 
endlichen Werth behält, so müssen alle Coefficienten a und b verschwinden, 
und die Reihe stellt daher überall Null vor. 

$.2. Dem Beweise des Ill. Satzes schicke ich einige Definitionen voraus: 


Eine Reihe von Gliedern 


Jı» G:» 43» ee m Ims 





*) Derselbe bemerkt, dass der Begriff der Convergenz in gleichem Grade in einer 
„Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Functionen darstellen“ 
von Herrn Seidel, in den Denkschriften der Münchener Akademie für 1848, auftritt. 

a Diesen Fall kann man nicht mehr als erledigt durch Riemanns Arbeit „Ueber 
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe“ $.3, S. 15, No. 3 
betrachten, für deren Mittheilung wir Herrn Dedehind zu Dank verpflichtet sind, da 
grade der Satz, auf welchem dort die Bestimmung der Coefficienten beruht, hier in 
Frage gestellt ist. 


45 * 
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heisst convergent, wenn von einem angebbaren Werthe » an, für stets wach- 


sende Werthe von z, die Summe 

Int Iarı t Ia+2 7°" Intm 
unter jede beliebig gegebene von Null verschiedene Grösse &e herabsinkt, wel- 
chen positiven Werth man auch m geben möge. 

Hängen die Glieder y von einer Veränderlichen x ab, welche alle 
Werthe von « bis 5 (inel. @, 9) durchlaufen darf, so heisst die Reihe inner- 
halb dieser Grenzen in gleichem Grade convergent, wenn das Criterium der 
Convergenz für jedes gegebene e, während x alle Werthe durchläuft, durch 
dasselbe n erfüllt wird; für n hat man erst dann einen anderen Werth zu 
nehmen, wenn ein anderes & gegeben ist. 

Im allgemeinen, d. h. mit Ausnahme der Umgebung gewisser Punkte, 
in gleichem Grade convergent von « bis 5 nenne ich eine Reihe, welche das 
Criterium der gleichmässigen Convergenz auf der ganzen Linie von « bis 9 
erfüllt, nachdem man aus derselben vorher beliebig kleine Stücke ausgeschieden 
hat. welche die erwähnten Punkte einschliessen. Ob die Reihe in den kriti- 
schen Punkten selbst convergirt oder divergirt, ist hierbei durchaus unerheblich: 
es convergiren z. B. die Fowrierschen Reihen für die endlichen Functlionen 
mit endlichen Sprüngen auch an den Sprungstellen, und sie sind dennoch un- 
möglich in gleichem Grade convergent. 

In der That, es sei x, ein solcher kritischer Punkt, so stellt in dem- 
selben die Reihe, welche im allgemeinen f(x) ist, wie man weiss das arith- 
metische Mittel aus f(a,+0) und f(@,—0) dar; es ändert sich also. bei der 
veringsten Aenderung von x an der Stelle x, (es handelt sich hier nur um sehr 
kleine Werthe der Differenz x-,), die Fouriersche Reihe um mehr, als eine end- 
liche Grösse d angiebt, weiche kleiner als der Zahlwerth von 4 (f(,+0)-f(z,-0)) 
ist. Setzt man nun für & einen aliquoten Theil von d, z. B. e=0,01d, und 
nimmt an, dass für dieses e ein festes » existire, so entsteht ein Widerspruch. 
Einerseits ändert sich nämlich die unendliche Reihe 9,+9-+*--. wie oben be- 
merkt wurde, um mehr als d; an beiden Stellen unterscheidet sich aber, nach 
der Annahme, die unendliche Reihe von der Summe der ersten » Glieder 
höchstens um &; folglich ändert sich diese endliche Summe, 9,-+9-++g,, wie 
wenig man auch x ändert, wenigstens um d—?2e. Andrerseits kann man x 
so wenig ändern, dass jedes Glied y sich höchstens um den »tr Theil von e, 
also die endliche Summe 9,-+ 9:+ ++, höchstens um e& verändert, was mit dem 
Resultate, dass die Aenderung wenigstens d—2: beträgt, nicht übereinstimmt. 
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$.3. Es ist zunächst zu beweisen, dass eine trigonometrische Reihe, 
wenn sie im allgemeinen convergirt, zu denen gehört, bei weichen die Glieder 
für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden, wie der Ausdruck 
im $.7, 8. 25 der Arbeit von Riemann über trigonometrische Reihen lautet. 
Es ist nur nöthige, dieses gesondert für eine Cosinus- und eine Sinusreihe zu 
zeigen; denn die Summe oder Differenz zweier im allgemeinen in gleichem 
Grade convergenten Reihen ist gleich einer Reihe von derselben Eigenschaft, 
und da x die Werthe von —x bis rn durchläuft, so sind die Reihen mit den 
„ten Gliedern 

a,cosnc—+b,sinnz, a,cosne —b,sinnz 

nach unserer Annahme beide im allgemeinen „leichmässig convergent. 

Um nun zu zeigen, dass in der Cosinusreihe 

I + a, C0SC-+a,cos2c-+ -- 

a, mit wachsendem » unter jede gegebene noch so kleine Grösse & herabsinkt, 
scheide man wie in $. 2 die kritischen Punkte aus. Es sei nachher pgq irgend 
ein zusammenhängendes Stück, so dass, wenn man x nur Werthe giebt, die 
pq angehören, die Reihe dort in gleichem Grade convergirt, also » so gross 
senommen werden kann, dass für dieses und die grösseren » alle der Strecke 


pg angehörenden x das Glied a,cosn= << e machen. Ist nun » so gross, 


2 _ P ” ’ r 
dass —<pg; 50 wird für wenigstens einen ganzen Werth von m sicher 
Mi .» ie | r 
x = —— in die Linie pgq fallen, also «,cosnx, d.h. a, unter & liegen müssen. 

n ki 


Aehnlich verhält es sich mit der Sinusreihe: zum Beweise hat man 


m +1)r 
hier € = _.. setzen. 


$.4. Nach den Bemerkungen im Eingange des $.3 wird es genügen, 
den Ill. Satz gesondert für eine Sinusreihe und dann für eine Cosinusreihe 
zu erweisen. 

Es sei die Sinusreihe 

b,sinec+b,sin2c+b,sinde+ 

im allgemeinen in gleichem Grade convergent und Null; a, ©, &, ... ®, 
sollen, der Grösse nach geordnet, O, und die positiven Abseissen der kritischen 
Punkte darstellen, wobei es gleichgültig ist, ob x, und &,, d. h. O und x, zu 
diesen gehören oder nicht. Kritische Punkte heissen hier diejenigen, in welchen 
entweder die Reihe nicht verschwindet, oder in deren Umgebung sie nicht in 


gleichem Grade convergirt. 











358 Heine, über trigonometrische . Reihen. 


Bedeutet o irgend eine ganze Zahl von 1 bis 7, so ist es erlaubt, 
wenn man die Gleichung 
ZSb,sinne = Ö 
nach «x integrirt, und die Integrationsgrenzen zwischen x,_, und x, eingeschlossen 
sind. das Integral der Summe mit der Summe der Integrale zu vertauschen: 


man hat daher 
COSNT — COSNS m 0 








Sb, 
n 


wenn 3 irgend eine Constante bedeutet, die, wie x, zwischen z,_, und x, liegt. 

Es ist nicht gestattet. die vorstehende Reihe in die Differenz zweier 
Theile aulzulösen, von denen der eine nur x enthält, der andere nur z, da 
nicht bewiesen ist, dass jeder Theil für sich eonvergirt. Die Reihe convergirt 
aber, ebenso wie die, aus welcher sie durch Integration entstand, so lange x 
innerhalb seiner Grenzen bleibt, in gleichem Grade. Daher kann man, bei 
einer zweiten Integration zwischen denselben Grenzen, die Summation auf die 
Integration folgen lassen. Hierdurch entsteht 


‚;, f smnc —sinnz . CO08N3 
=b,\ - ee) — U. 
I y4 % / 
n n 





Die Glieder 5b, nehmen mit wachsendem » zu Null ab; es sind daher die Reihen 


mit den »!°° Gliedern 
sınnz sınnz 


9 b, 


n n” ) N” 


b 


unbedingt (absolut) convergent. und es folgt aus der vorhergehenden Glei- 


. * . “ . COSNZS . 
chung, dass auch die Reihe mit dem »!" Gliede b), —— convergent und gleich 
8) n 


einer Gonstanle ist, die # oder vielmehr 4, heisse. Setzt man 
sin ax 


nn ns: Dome > F(z), 


und bedeutet auch e, eine Conslanlte, so hat man daher 


En £ sinn | 
F el Sb, — =6G +, (2,— —_ 2 8). 
Nachdem so die Form der Function F(x) gefunden worden, handelt 
es sich um Bestimmung der Constanten ce und k, zu der wir die erforderliche 


Anzahl von Gleichungen erhalten, wenn wir von zwei verschiedenen Gesichts- 


punkten ausgehen. 
a) Erstens sieht man ein, dass die vorstehende Gleichung, da F(x) 


eine absolut convergente Reihe und die rechte Seite eine lineare Function 
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von x ist. noch für die Grenzen = x,_, und z=x, selbst gilt. Man erhält 





daher an sämmtlichen «+1 Punkten «x, &,, ... x, für F{x) Doppelgleichungen, 
nämlich @—1 von der Form 

Fa)=c,+2,.k,= 
und für zz =0 und z, =n 
Fa)=0= oe, 

F(2,)=d=-o,+n.Kk, 


b) Zweitens kann man sich des Satzes bedienen, den Riemann in 


C, ıTt eK, +1 0 On T) 


der oben erwähnten Arbeit ) aufstellt und streng beweist. nach welchem 
F(£+ «) --F(@e— ae) —2F(x) 


& 
stets mit @ unendlich klein wird. Setzt man hier x, für x, so liegt c-+«, 
bei positiv genommenem «, zwischen x, und x,,,, dagegen r—« zwischen 
x,_' und x,. Man hat daher 


F BE, + et) um + (x, nu Ü has ia 
F 7, - 0) vn C, -} E (2, PET a k, - 
2F\z, ) u (6, + To h,) + Co+1 + LT, k, N 1) . 


und nach Substitution dieser Werthe durch Riemanns Satz 

a. 
Da nunmehr gefunden ist, dass alle % gleich sind, so folgt aus («.), dass alle 
c gleich, also gleich e, =0 werden. Hieraus ergiebt sich, indem e,+nk, = 0, 
dass k,=0; also sind alle k gleich Null, ebenso wie alle ce. Es verschwindet 
daher die absolut convergente Reihe 


j sınn 
F(z) = Zb, —— 
k J n n" 
für alle x von O bis z, so dass alle 5 verschwinden, und somit der Theil des 
Ill. Satzes, welcher sich auf die Sinusreihe bezieht, erwiesen ist. 


$. 5. Der III. Satz soll nun für eine Cosinusreihe 


1 a,+->a,cosnx (n > 0) 
bewiesen werden, wobei die Buchstaben z, o, r, ce, k eine ähnliche Bedeutung 


für die Cosinusreihe haben wie im vorigen en für die Sinusreihe. 
Man seize ferner 


COSNE u \ 
F(x — Sa, > w/; >>0). 


A 





*) 8.8, 8.29, Lehrsatz 2. 





En EEE 
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Eine zweimalige Integration verschafft. wenn x und 3 zwischen 


liegen, die Gleichung 





142-3) — 20 





(H —_— sin nz) u‘ 
also 
F(x) = ,+ck,+1a,r°, u). 
Diese Gleichung muss noch an den Grenzen x,_, und x, gelten. so dass man 
wiederum ein System Gleichungen erhält 
+2, +4 = CH tX,k,,ıtta,z, 
oder. nach Fortlassung des gleichen Gliedes,. wie im $.4 unter (a. 
+2, = Su ta, V<o<r) 


Wie $.4 unter (b.) ergiebt sich 





h=kh=.-—=h, 
und hieraus 
u urn, 
also von z=0 bis e=n 
F(x) = c+kas+!ta,c, 


wo ce und % dieselben Constanten im ganzen Intervalle bezeichnen. Um diese 
zu bestimmen, bemerke man, dass die Reihe für F(x) absolut convergirt, dass 
also die Gleichung besteht: 


a, BR u, 2 an 
—— =y F (x) cosnrde = — oe a,cosnr — 2k sin’ kun 
n E ‚ nr 2 2 

0 


Setzt man den gefundenen Werth von a, in die gegebene Cosinusreihe ein. 
so übersieht man sofort, dass sie nicht convergirt, während sie doch im all- 
gemeinen die Summe Null haben soll, wenn nicht a, und k, folglich alle a 
verschwinden, wodurch der Beweis des Ill. Satzes gegeben ist. 

$.6. Einige Punkte im Beweise des Dirichletschen Prinzipes sind noch 
nicht mit jener äussersten Strenge begründet, welche für einen so bedeutenden 
Satz wünschenswerth wäre. Bekanntlich haben die Herren Kronecker und 
Weierstrass schon vor längerer Zeit ihre Bedenken über die Annahme ge- 
äussert, dass ein Minimum existiren müsse, so wie auch über die Anwendung 
der Variationsrechnung. Auch ich habe bereits vor mehreren Jahren darauf 
aufmerksam gemacht, es sei eine Voraussetzung nicht unzweifelhaft, die nämlich, 
dass eine Function vom Rande in's Innere immer continuirlich fortgesetzt werden 


könne, während noch ihre ersten Differentialquotienten nach den rechtwinkligen 
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Coordinaten continuirlich bleiben sollen. In den verflossenen Jahren hat man 
versucht, den Beweis mit Hülfe der trigonometrischen Reihen zu führen, was 
hier zur Sprache kommen muss, weil sich aus demselben ergeben würde, 
dass jede continuirliche einwerthige Function f(x), für welche fin) =f(—n) 
ist, nur auf eine Art in eine trigonometrische Reihe von der Form («.) ent- 
wickelbar sei. ohne dass die im allgemeinen gleichmässige Convergenz zur 
Bedingung der Entwickelung gemacht wird. Ich erwähne deshalb, dass jener 
Beweismethode eine unbewiesene Vorausselzung zu Grunde liegt, über welche 
ich noch Einiges hinzufügen will, da hier ein sehr wesentlicher Umstand bei 
der Betrachtung von Funetionen mehrerer Veränderlichen zur Sprache kommt. 
Es sei («.) irgend eine Entwickelung von f(x) in eine trigonometrische Reihe, 
so betrachtet man nämlich gewöhnlich den Ausdruck 
(P.) !a,+r(a,cosc+b,sine)+r (a,cos2r +b,sin2x)-+-- 
als eine Function von r und x, die für alle Werthe von x und vonr=0 
bis r=1 (inel.) eontinuirlich ist. Nachdem Dirichlet *) den von Abel in seiner 
Arbeit über die binomische Reihe aufgestellten Satz **) genau bewiesen hat, 
wonach die Grenze einer als Potenzreihe gegebenen Function 
a+ter+ar+-- (r<-1) 

für r=1, gleich &,+e,+&-++-- wird, wenn die letztere Reihe convergirt, so 
ist allerdings klar, dass die Function (/.) bei festgehaltlenem r sich mit x, bei 
festgehaltenem x sich mit r bis r=1 (inel.) continuirlich ändert. Es scheint 
aber noch nicht bemerkt zu sein, dass diese Eigenschaften, diese Continuität in 
jedem einzelnen Punkte nach zwei Richtungen hin, nicht diejenige Continui- 
tät ist, welche man voraussetzen muss, wenn man auf die Function analoge 
Schlüsse anwenden will, wie diejenigen, welche für die continuirlichen Functionen 
mit einer Veränderlichen gestaltet sind, und die man gleichmässige Continuität 
nennen kann, weil sie sich gleichmässig über alle Punkte und alle Richtungen 
erstreckt. Eine Function zweier Veränderlichen x, y heisse gleichmässig con- 
tinuirlich in einem Gebiete, wenn für jede beliebig kleine gegebene Grösse & 
Grössen h, und k,, von denen keine Null ist, existiren, so dass die Differenz 
f(c+h,y+kh)—fix,y) kleiner als e bleibt, so lange h und k resp. h, und k, 
nicht überschreiten, und zwar muss dieses bei gegebenem & und festgehaltenen 
h, und k, für alle Punkte (x, y) und (c+h,y-+k) stattfinden, die dem Gebiete, 


seine Begrenzung eingeschlossen, angehören. 


*) Liouville, Journal de Math@matiques, II Serie, T. VII, p. 253 — 255. 
##) Bd. I, No. Il, Lehrsatz IV, S. 514 u. 315 dieses Journals. 


Journal für Mathematik Bd. LXXI, Heft 4. 46 
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Anhang. 


$.7. Der Beweis des I. Satzes soll hier nachgetragen werden, und 
zwar in genauem Anschlusse an den vorerwähnten Aufsatz von Dirichlet, auf 
den sich auch die folgenden Citate beziehen. Die im I. Satze erwähnte 
Function f(x) denke man sich befreit von den durch Abänderung ihres Werthes 
in einzelnen Punkten hebbaren Unstetigkeiten, was gestattet ist, weil die Ent- 
wickelung von f(x) in eine Fouriersche Reihe mit der übereinstimmt, welche 
dieselbe Function, befreit von jenen Unstetigkeiten geben würde. Es sei 
ferner g eine positive Zahl, so gross, dass g+ f(x) positiv bleibt, » eine positive 
sanze Zahl und 2r-+1=K gesetzt. 

Die Punkte der Abscissenaxe, welche nun noch zu Unstetigkeitsstellen 
eehören, scheide man wie im $. 2 aus, indem man diese Punkte mit beliebig 
kleinen Stücken umgiebt, die man sich im Folgenden ausgeschlossen denkt, 
wenn man auch den Buchstaben x (aber nicht andere Buchstaben) die Werthe 
von —r bis nr durchlaufen lässt, so dass also f(x) einwerthig ist, und f(x+0) 
mit f(2—0) übereinstimmt. Die umgebenden Stücke darf man im Laufe des 
Beweises nicht mehr verkleinern. Die Punkte +7 werden den Unstetigkeits- 
stellen gleich geachtet, wenn nicht f{r) mit f(—r) übereinstimmt. Da die Summe 
der Fourierschen Reihe in jedem Punkte x der Abecissenaxe von —n bis n 
genau f(x) ist, so lässt sich der noch zu beweisende Theil des I. Satzes so 
fassen: Es kann die Zahl » so gross genommen werden, dass die Summe 
der ersten » Glieder der Reihe weniger f(x) kleiner ist als eine beliebig 
kleine gegebene Grösse €, und zwar findet dies in gleichem Grade, d. h. für 
die x von —ıı bis n durch dasselbe n statt. Für noch grössere Werthe von 
» darf ferner jene Differenz nicht wieder & übersteigen. 

Zum Beweise hat man zu untersuchen, auf welche Art sich 


h . 
ih u WERE a 
s - / A dB, (<< 


BR a are Bü Nee 
mit wachsendem z seinem Grenzwerthe WU; (O) nähert; es sei im Voraus be- 





0 


merkt, dass hier „(P) entweder f(x +27) vorstellen soll oder irgend eine 
Function, welche auf der ersten Strecke, d. h. von #=0 an, eine Strecke 
constant ist und überall unter g bleibt. Im ersten Falle wird 
f AN f PER )\ f 4 
y(P)-Y(0) = Flet2P)—-f(@); 


nun ist eine Function von einer Veränderlichen r, die nur eine endliche An- 








Heine, über trigonometrische Reihen. 363 


zahl Maxima und Minima besitzt. wenn sie auf einer Strecke von z=a bis 2—b 
stetig bleibt, auf dieser Strecke sicher in gleichem Grade stetig, d. h. für jedes 
beliebig gegebene & giebt es eine so kleine Grösse h, dass sämmtliche Ordi- 
naten, die zu den Abscissen von x bis @+h gehören, sich von einander um 
weniger als & unterscheiden, und zwar für alle x von a bis b bei festgehal- 
tenem & und h. Es wird also (wegen der Stetigkeit von f(x) für jede Ab- 
scisse x), für ein festgehaltenes & und ein dazu gehöriges nr P, die Un- 
gleichheit „(3)—gy(0) <e für alle Functionen y, die in diesem ersten Falle 
in Betracht kommen, bestehen und auch noch bestehen. wenn / verkleinert 
wird. Im zweiten Falle ist 9(%)—g(0) für ein hinreichend kleines > sogar 
genau gleich Null. 

$. 85. Dirichlet behandelt (S. 164) zuerst den Fall, dass y(/?) von 
P=0 bis = h stetig ist, nie zunimmt und nie negativ wird. Er zeigt, dass 
dann der Werth von S zwischen den Grenzen (Dirichlet S. 166) 


Hr) ii ee), 


. x (am) u Du, (pi 0)—y (=*)) 


so beschaffen ist, 











liegt. wo m irgend eine positive ganze Zahl vorstellt. die 
dass (2m-+1)n unter kA liegt, wo ferner 














7 2 
pr 1} 
0| <_ 2 . . 7 ’ 
ksın — 
k; 
2 h is 1 
ums [# EEE 
k . (m-+i)n .. k . mn 
sın ] - sin — 
v v 


Man nehme m etwa von der Grösse yn, setze z.B. für m die nächste 
dann ist er hinreichend grosse Werthe von n, 


auf ya folgende ganze Zahl; 
:, die hier völlig bedeutungslos sind, 


wenn man Grössen von der Ordnung 27 


der Kürze halber fortlässt, 
2 1 
01 u a nt s Ozm -1 . 


I yn 


Es unterscheidet sich also, wenn man wiederum das Glied höherer Ordnung 


st 
vernachlässigt, S von —y(0) um weniger als 


(7.) (gt er Eile )) ip - , 





46 * 
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daher, gleichmässig für alle unsere Functionen p, um beliebig wenig, oder 
die Differenz S——-y(0) nähert sich für alle 9 in gleichem Grade der Null. 
Indem man (Dirichlet, S. 167 u. 168) diesen Satz auf den Fall an- 


. . [3 7ı f . 
wendet, dass g in den Integralionsgrenzen constant bleibt, wo S- (0) wie 





Sn zu Null convergirt, ferner auf die Function p(P)-+g, wenn p(P) auch 


negative Werthe annimmt, endlich auf —y(/7), wenn g nie abnimmt, findet 


) 
man das Resultat, dass S-z4 (0) gleichmässig für alle x zu Null convergirt, 
wenn die im $.”7 definirte Function (/?) im Intervalle von 7=0 bis =h 
nicht vom Wachsen in's Abnehmen übergeht oder umgekehrt, und stetig bleibt. 

Um die Function g auch noch von dieser Bedingung zu befreien, be- 


trachte man 
st 


h  sin(kd) so iR s 
0 = / a 2.ap,  |<e<is 5 





wenn g(/) noch derselben Bedingung in den Integrationsgrenzen g und h unter- 
worfen ist. War g(P)=f(z-+2P), so bleibt diese Function für %/=0 ein- 
deulig, weil sie sich in f(x) verwandelt und x nur solche Werthe ertheilt 
wurden, die nicht in kritische Stellen fallen. Die untere Grenze ce ist also 
schon in dieser Beziehung von der früheren O zu unterscheiden, dass ihr 
zwei Ördinaten angehören können. Man weiss, wie Dirichlet S. 169 die 
Grenze von o aus der von S durch Zerlegung des Integrales von ce bis A 
in zwei findet, in eines von O bis h und eines von O bis ec; er setzt dazu 
die Function y von e bis O so fort, dass sie dort constant gleich „(c+0) 
bleibt. Man hat also den Satz über das Integral S zweimal hintereinander 
anzuwenden, beide Male auf eine Function w(/7), die so beschaffen ist, wie in 
S die Function p(/?), und zwar wie dort im zweiten Falle am Schlusse unseres 


\ 


$.7; d.h. die Function ist für kleine Werthe von / constant, und der Unter- 


A 
5 p(c+0) ist daher (Formel 7.) 





. . . st ’ 
schied eines jeden S von > v(0) oder 


29 
syn 


” » st j4 . .. . . [3 
Hieraus folgt, dass S-p(0) auch dann noch gleichmässig beliebig 


2 ( R 
<-°-, folelich 0 < 
zyn ’ 





also gleichmässig beliebig klein. 


klein für wachsende » wird, wenn p von allen Bedingungen dieses Paragraphen 
befreit ist und nur denen des $.7 unterworfen bleibt. 

$.9. Nach Angabe des $.7 hat man zu untersuchen, wie die Summe 
der ersten » Glieder der Reihe («.) sich f(x) nähert. Diese Summe lässt 
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sich (Dirichlet, S. 170) durch den Ausdruck 


x THX 


u, ak Bis 27... ao, 5sink 
os f(2+2P) sin, d3 + —/ a0) ng 4 


0) 








darstellen. Die Untersuchung desselben für irgend einen einzelnen bestimmten 
Werth von x, hat für uns keine Bedeutung, da man aus Dirichlets Arbeit den 
Grenzwerth der Integrale sogar in dem Falle kennt, wo x einen der Werthe 
vorstellen würde, die wir ausgeschlossen haben; dass für jeden einzelnen 
Punkt die Reihe convergirt, weiss man, und wie schnell sie in diesem con- 
vergirt, kann zwar an und für sich von Interesse sein, aber nicht bei der 
Frage, ob die Reihe in gleichem Grade convergirt. Deshalb hat man nicht 
nöthig, hier die Fälle «= +7 zu betrachten, wenn auch die betreffende Ab- 
seisse nicht von selbst schon ausgeschlossen sein sollte. 

Es sei nun @e <Z 7 und positiv, ein negatives x würde nicht eine we- 


4. 


4, A—LT 
sentlich verschiedene Behandlung erfordern. Alsdann bleibt —,— unter > 
und das erstere Integral, welches von der Form $ ist, nähert sich, für alle 
/ ın a n 7 #} 1 [ 

x gleichmässig, dem Werthe I f(x). 


[2 .. . [2 * “ ST 
Das zweite Integral lässt sich in eines von O bis — zerlegen, welches 
. . . N 2 _ 1 ar - ” . . st . 1T—+xX 
sich in gleicher Weise 3 f(x) nähert, und in eines von — bis ——, welches, 


- 


wenn man z—/ für 5 als Veränderliche einführt, in 








‚sinkp 
2P-+x2— 2) - 
zu ei u; - sinß 


übergeht. Man behandelt dies in ähnlicher Art, wie o im $.8, zerfällt es 
also in die Differenz zweier Integrale, die O zur unteren Grenze haben, in- 
I 
j) 


— (0) so fortsetzt, dass sie dort 





dem man die Function f von ; 
constant f(—-+0) bleibt, und erkennt dann sofort, dass der Werth von (2.) 
mit wachsendem z sich für alle x in gleichem Grade der Null nähert, wo- 


durch der Satz bewiesen ist. 


Halle, im Februar 1870. 



























Zur Theorie der Charakterıstiken. 


(Von Herrn Schubert.) 


$.1. De Inbegriff aller der Flächen »!® Ordnung. welche gleich- 


i; (n +1) (n-+2)(n + 3) 
zeilig ——— — | 
” 1.2.3 


nügen, heisst ein System von Flächen »!“® Ordnung. Ein solches bietet eine 


—?2 von einander unabhängigen Bedingungen ge- 





einfach unendliche Mannichfaltigkeit dar, weil eine Fläche »‘“ Ordnung durch 
(n-+I)(n +2)(n +3) 


1.8.0 


Flächensvsteme muss es daher immer eine bestimmte endliche Anzahl von Flächen 








— 1 Bedingungen endlichdeutig bestimmt ist. In einem 


geben, welche gleichzeitig einer neuen, d. h. nicht schon zu den Bedingungen 
des Systems gehörenden oder von ihnen abhängigen, Bedingung Genüge leisten. 
Giebt es nun in einem System « Flächen, welche einen gegebenen Punkt 
enthalten, », welche eine gegebene Gerade berühren, und go, welche eine ge- 
sebene Ebene berühren, so heissen u, v, o die drei Charakteristiken des 
Systems (u,v,o). Durch jeden Punkt des Raumes gehen also w, jede Gerade 
des Raumes berühren v, und jede Ebene des Raumes go Flächen eines Systems 
(u,v,o). Es ist nun bisher immer beobachtet worden, dass die Anzahl der 
Flächen eines Systems (u,v, go), welche einer beliebigen neuen Bedingung Z 
genügen sollen, sich in der Form «u -+ Pr-+yo ausdrückt, wo u, P, y ganze 
Zahlen sind. und, als Grössen. die von Z allein abhängig sind. Parameter 
dieser Bedingung heissen. In den Comptes rendus sind von den Herren Chasles 
und de Jongquieres die Parameter vieler Bedingungen, jedoch ohne Beweis, an- 
gegeben. Ehe wir zu weiteren Betrachtungen über Flächensysteme übergehen, 


Ä 


sei es mir daher erlaubt, die Parameter einer sehr häufig vorkommenden Be- 


dingung, nämlich der Berührung einer Fläche m‘® Ordnung, in aller Strenge 
herzuleiten. 
$.2. Zu dem Ende haben wir zuerst das Analogon für die Ebene 


zu untersuchen. Die Gesammiheit aller in einer Ebene liegenden Curven n'“ 
n(n +3) 
) 


nz 


Ordnung, welche 








— 1 Bedingungen unterworfen sind, heisst ein System 
von Curven x»! Ordnung, und wird mit (u, ») bezeichnet, wenn « Curven des 
Sysiems durch irgend einen Punkt der Ebene gehen. und v irgend eine Gerade 
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berühren. Wir nehmen nun in der Ebene des Systems noch eine Curve m‘ 
Ordnung f an, und bestimmen zuvörderst die Ordnung des Ortes eines Punktes 
p von der Beschaffenheit, dass die Gerade, welche in ihm eine Curve des 
Systems berührt, sich mit der geraden Polare von p in Bezug auf f in einer 
festen Geraden e schneide. Diese Ordnungszahl ist die Anzahl der auf irgend 
einer Geraden liegenden, der eben ausgesprochenen Forderung genügenden 
Punkte. Wir haben also nur zu zählen, wieviel derartige Punkte auf der 
festen Geraden e selbst liegen, vorausgesetzt, dass wir etwa vorkommende 
p-fache Punkte auch p-fach rechnen. Zuerst giebt es v Punkte g auf e, 
in welchen Curven des Systems («,») berühren. Diese Punkte erfüllen jene 
verlangte Bedingung, weil sie die Gerade e selbst zur Tangente haben. Ausser- 
dem muss es aber auch jeder Punkt r auf e thun, der auf seiner eigenen 
geraden Polare in Bezug auf f liegt. Dies sind also die m Punkte, welche 
gleichzeitig auf e und auf der Curve m‘ Ordnung f liegen. Jeder dieser Punkte 
leistet das Verlangte offenbar « mal, weil durch ihn « Curven des Systems 
(u,v), also auch « Tangenten hindurchgehen. Ausser diesen v Punkten qg und 
diesen m u-fachen Punkten r können auf e keine Punkte von der geforderten 
Art liegen. Denn, wenn keine der beiden in Rede stehenden Geraden. deren 
Schnittpunkt auf e liegen soll, mit e zusammenfällt, so ist eben dieser Punkt, 
in welchem sich die Tangente und die Polare schneiden, ein Punkt p, der 
auf seiner eigenen Polare liegt. Derartige Punkte waren aber nur die Punkte r. 
Fällt nun die Tangente mit e zusammen, so erhalten wir die Punkte y als 
dem gesuchten Orte angehörig. Endlich kann die Polare nicht mit e identisch 
werden, während ihr Pol auf e liegen soll, weil dann die feste Gerade die 
feste Curve f berühren müsste, welchen Fall wir ausschliessen. Weil also 
der gesuchte Ort mit einer Geraden nicht mehr und nicht weniger als v+mu 
Punkte gemein hat, so ist er von der Ordnung v»+mu, schneidet also die 
Curve mt“ Ordnung f in m(v-+-mu) Punkten. Jeder dieser Punkte von f 
muss die Eigenschaft haben, dass seine gerade Polare in Bezug auf f, das 
heisst hier die Gerade, welche f in ihm berührt, sich mit der Geraden, welche 
in ihm eine Curve des Systems berührt, auf e schneide. Solch ein Punkt, 
als Berührungspunkt sowohl einer Tangente an f, als auch einer Tangente an 
eine Curve des Systems, muss also, in jedem Falle, wo beide Tangenten nicht 
zusammenfallen, ihr Schnittpunkt sein und auf e liegen. Gleichzeitig lagen 
aber auf f und auf e nur die m «-fachen Punkte v. Es bleiben also 


m(v+mu)—mu = m|(m—1)u-+r] 
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Punkte als Berührungspunkte zusammenfallender Tangenten übrig; woraus sich 
ergiebt, dass m[(m—1)u-+r] Punkte auf f liegen, in welchen Curven des 






Systems (u, ») berühren, oder, mit anderen Worten, dass die Parameter der 





Berührung einer ebenen Curve mt® Ordnung « =m(m—1), ?=m sind, ein 
Resultat, welches wir jetzt bei der Bestimmung der Berührungsparameter für 































Flächen benutzen werden. 
$. 3. Wir denken uns ein System («,v,o) von Flächen beliebiger 





Ordnung, und ausserdem eine Fläche m*“ Ordnung F, und suchen nun die 
Ordnung des Ortes eines Punktes P von der Beschaffenheit zu bestimmen, dass 











die Ebene, welche in ihm eine Fläche des Systems berührt, sich mit der Polar- 





ebene von P in Bezug auf F in einer Geraden schneide, die auf einer festen 





Ebene E liege. Zu dem Zwecke zählen wir die auf E liegenden, dieser 
Forderung Genüge leistenden Punkte. Zuerst sind dies die o Punkte Q, in 


f 


(u,v,g) berührt wird, weil die Ebene, 





welchen E von o Flächen des Systems 
welche in einem solchen Punkte eine durch ihn gehende Fläche berührt, die 
feste Ebene selbst ist. Ausserdem genügt der vorliegenden Bedingung auch 
jeder Punkt A auf E, der auf seiner eigenen Polarebene in Bezug auf F liegt, 
wenn die Gerade, in welcher diese Ebene E schneidet, auch Schnittgerade 
der Ebene ist, welche in R eine Fläche des Systems berührt. Ein solcher 
Punkt muss also auf der ebenen Curve m*“ Ordnung f liegen, welche E aus 
F ausschneidet, und die Tangente, welche f in ihm berührt, muss ferner in ihm 
auch eine der Curven berühren, welche E aus dem Flächensysteme (u, v, 0) 
ausschneidet. Diese Curven bilden aber ein System (w. »), in welchem es also 
nach $.2 m[(m—1)u-+r] Curven giebt, die f berühren. Demnach erhalten 
wir ebensoviel Punkte A. Ausser den Punkten Q und R kann es auf E keine 
Punkte geben, welche die in Rede stehende Bedingung erfüllen. Denn ein 
Punkt, welcher dies thut, muss entweder auf seiner eigenen Polarebene liegen, 
und dieses leisten die Punkte AR, oder, wenn das nicht der Fall ist, so muss 
eine der beiden Ebenen, die Tangentialebene oder die Polarebene, mit E zu- 
sammenlallen; dieses kann nur die erstere sein, und so haben wir die Punkte 
() erhalten. Der Ort, dessen Ordnungszahl wir suchten, hat also mit einer 























Ebene nicht mehr und nicht weniger, als m[(m—1)u-+rv]+o Punkte gemein, 
ist deshalb eine Raumecurve, deren Ordnung diese Zahl angiebt. Diese Curve 
schneidet die Fläche m‘ Ordnung F in m[m(m—1) u+mr-+e] Punkten; und 
jeder dieser Schniltpunkte muss Berührungspunkt sowohl einer Tangentialebene 








an F, wie auch an eine Fläche des Systems sein. also. wenn beide Ebenen 
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nicht zusammenfallen, auf ihrer Schnittgeraden, d. h. auf E liegen. Da nun 
m[(m—1)u+r] Punkte F und E gemeinsam angehören. so bleiben 


N K 


mm (m —1) u-+ mv +0] —m[(m—1)u+r]) = m[(m—1) u+(m—1)vr+o] 
Punkte übrig, für welche die beiden Ebenen zusammenfallen. und welche also 
gleichzeitig die Berührungspunkte einer Tangentialebene an F wie auch an 
eine Fläche des Systems sein müssen, also die Punkte sind. in welchen F von 
Flächen des Systems (u, »,o) berührt wird. Somit haben sich als Parameter 
der Bedingung, eine Fläche m!® Ordnung zu berühren, ergeben: e=m/m—1)", 
P=m(m—-l),, y=m. Itm=2, so fg e=P=y=2. Da es in einem 
Flächenbüschel x!“ Ordnung eine Fläche giebt, welche durch einen gegebenen 
Punkt geht, 2(»—1),. welche eine gegebene Gerade berühren, und 3(»—1)?. 
welche eine gegebene Ebene berühren, so erhalten wir, indem wir in der 
u=1,. v=2(n—-1l),. o=35(n-—1) setzen, 


oben gefundenen Formel 
m (m — 1)’ + 2m (m — 1)(n—1)+ 3m (n--1)’ als den Ausdruck für die Anzahl der 
Flächen eines Flächenbüschels, welche eine gegebene Fläche m*° Ordnung be- 
rühren *). In ähnlicher Art, wie die Berührungsparameter eben bewiesen sind, 
lassen sich viele der in den Comptes rendus angegebenen Parameter von Be- 
dingungen erhärten. 

$. 4. Kennt man die Parameter aller gegebenen Bedingungen, so lässt 
sich die Bestimmung der Anzahl der diesen Bedingungen genügenden Flächen 
dadurch, dass man jene Parameter nach einander in die Formel «u+Pr+yo 
einführt, auf gewisse Fundamentalaufgaben zurückführen, deren vollständige 
Lösung für Flächen zweiter Ordnung zu dieser Arbeit Veranlassung gegeben hat. 
Sie bestehen in der Bestimmung der Anzahl der Flächen st® Ordnung, welche 
durch m Punkte gehen, » Gerade und r Ebenen berühren. wo m-+n-+r nalür- 


i s+1 2)(s+3 ) >_ Ma ’ 
lich gleich Be BR ist. Die Flächen zweiter Ordnung wer- 








den ein Beispiel abgeben, wie die eben erwähnte Zurückführung geschieht. 
Die 9 Bedingungen, welche zur endlichdeutigen Bestimmung einer 


Fläche zweiter Ordnung gegeben sein müssen, mögen Z,, Z,, ... Zu, ihre 


Parameter entsprechend «&,. Pı» Yı5 %&s Pas Ya: O9, Pos /o Sein. Ferner 


möge künftig immer eine Klammer, welche 9 Bedingungen einschliesst, die 
Anzahl der ihnen genügenden Flächen zweiter Ordnung bedeuten, eine Klammer 


*) Analytisch aufgefasst, ist diese von Herrn Salmon zuerst angegebene Zahl der 
Grad der Bedingungsgleichung, dass eine Fläche »ter Ordnung eine F]i iche mter Ordnung 
berühre, — in den Coefficienten der Gleichung der erstern. 
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aber, welche 8 Bedingungen einschliesst, das System der Flächen darstellen, 





welche diesen Genüge leisten. Endlich bezeichnen wir die Bedingung, m ge- 





sebene Punkte zu enthalten, durch p”, » Gerade zu berühren, durch 9”, und 





Ebenen zu MEN durch e’. Dann ist zuerst: 


r Pu \ ' “ 3 14 14 „8 4 r 
FRE AURER 0) — a (Py Zar... Z)+tP (lg; Ze... Z)t file „Ers ... Zoe). 


So haben wir für Z, die Parameter «,, ,, 7, von Z, eingeführt. In jedem 









der drei Glieder verfahren wir nun ebenso mit Z,. und erhalten: 
CE An 
— 0: (p°, en. eh + (1; | 23... Z)+tY.(P', e&, Z... Zu) 
1(p, 9,2... Z)+Pr(g% Z... Z) +9 (9, €, Zu... Zu) 
Pr le (p', €, 2... Zu) + Arlgi, e', 7 .. Zo)+tY2[(d, Z3 ... Zu) 

































2\ 3 y 
oder. wenn wir Er 
a C, U p°, Z; PR Zs) = P, PB; (9°, Z; ... Zo) (e Z; ‘50 Zs) 

Pyrtzıßa)(g; 8%, Za...Zo) + ( (Yı92z+6ya)(e ,P', Z3...Z0)+ (@,ß2+Pi@a, (p', I. Pay. La) 


— (,05 a; (P’, 2;. er 23) + jene 


Tyı7% 


Das Bildungsgeselz der so nacheinander zu gewinnenden Ausdrücke ist bald 
zu durchschauen. Wir erhalten nach der neunten und letzten Substitution 


einen Ausdruck, aus welchem die 9 Zeichen Z,. ... Zu entfernt sind, und 
10.11 


1.2 





welchen dafür die 9.3 Parameter, sowie die — 99 Grössen (p”". 4". €") 
eingetreten sind. Dieser Ausdruck ist mit I[(p”, ga". ce) I(a”, a, y)] zu 
bezeichnen, wenn man das erste Summenzeichen auf alle möglichen verschiedenen 
Tripel der Grössen m, r, r bezieht, dabei aber immer die Bedingung festhält, 
das jedes der m,»,r nur Null oder eine positive ganze Zahl sein kann, und 
m n-+-r immer gleich 9 sein muss; und wenn man ferner unter I (a, 9, y) 
die Summe aller möglichen verschiedenen Producte von m der Grössen 
Ay Ray... gs 2 der Grössen P,, Pas -.. Po, und r der Grössen Yı3 23. - - Zo 
versteht, jedoch so, dass jedes Product jeden der 9 Indices 1,2,...9 einmal 
und »ur einmal enthält. Demgemäss enthält ein Glied (p”, 9", ed) I(«”, pP", y"’) 


/ 
9! 


immer gr derartige Producte in sich. Ein Coefficient (p”,9”, ec”), für den 


wir von jetzt an kürzer (m,n,r) sagen wollen, drückt dabei immer die An- 
zahl der Flächen aus, welche m Punkte enthalten, n» Geraden und r Ebenen 
berühren, d.h. nur elementaren Bedingungen genügen, wenn wir nämlich unter 
einer elementaren Bedingung mit Herrn Chasles eine solche verstehen, welche nur 
verlangt, dass ein Punkt auf der Fläche liegen, dass eine Gerade, oder dass 
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eine Ebene sie berühren solle. Die Gesammitheit aller denselben 8 elemenlaren 


Bedingungen genügenden Flächen, wollen wir entsprechend Elementarsystem 
) 00 _ 9.10 u 
nennen. Dann sind die Charakteristiken der —75-=45 Elementarsysteme nichts 





. 


Anderes, als die 95 (m, n, r). die deshalb Elementarcharakteristiken heissen sollen. 
Die Kenntniss derselben kann uns. wie oben gezeigt ist, die Frage beantworten. 
wieviel Flächen zweiter Ordnung irgend welchen 9 einfachen *) Bedingungen 
Zi, Z3» ... Z, genügen. Jene Zahlen (m,»,r) hat Herr Ckasles in einer seiner 
letzten in das Gebiet der Charakteristikentheorie gehörenden Abhandlungen ohne 
irgend welchen Nachweis angegeben. Da, soviel mir bekannt. nie eine Be- 
sründung dieser Zahlen publieirt ist. so soll es jetzt hier meine Aufgabe sein. 
die Elementarsysteme einer eingehenderen Untersuchung zu unterwerfen, um 
dadurch die Zahlen von Herrn Chasles zu beweisen. 

$.5. Dazu sind einige fundamentale Betrachtungen aus der Geometrie 
der Lage unumgänglich nothwendie. Wie die Punkte und die Geraden. welche 
in einer Ebene liegen, Elemente der Ebene, und reciprok die Ebenen und die 


Geraden, welche durch einen Punkt gehen. Elemente des Punktes heissen. so 


sollen auch die Geraden, welche eine Gerade schneiden. — Punktgeraden — , 
sowie die Geraden, welche mit ihr in einer Ebene liegen. — Ebenengeraden — . 


Elemente dieser Geraden genannt werden. Obwohl zwar diese beiden Be- 
srilfe, Punktgeraden und Ebenengeraden. sich decken. so wird die Unter- 
scheidung sich dennoch als zweckmässig erweisen. Wie nun als Gebilde 
zweiter Ordnung der Kegelschnitlt der Geometrie der Ebene, der Kegel der 
Geometrie des Punktes angehört. so gehört der Geometrie der Geraden ein 
Gebilde an. welches entweder als Schnitt zweier Ebenen aufgefasst werden 
kann, auf dem zwei ausgezeichnete Punkte liegen, oder als Verbindungsgerade 
zweier Punkte, durch welche Gerade zwei ausgezeichnete Ebenen gehen, 
was reciprok und gleichbedeutend ist. Dieses Gebilde wollen wir begrenzten 
Ebenenschnitt, die beiden ausgezeichneten Punkte Hauptpunkte, die beiden 
ausgezeichneten Ebenen Hauptebenen, und die Gerade, welche als Verbindung 
der Hauptpunkte oder als Schnitt der Hauptebenen erscheint. Hauptgerade 
nennen. Dass der begrenzte Ebenenschnitt als das der Geometrie der Geraden 


angehörige Gebilde zweiter Ordnung dem Kegelschnitt und dem Kegel an die 





*) Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass diese ganze Entwicklung die gegebenen 
Bedingungen als einfache voraussetzt, d. h. analytisch ausgedrückt, als solche, welche 
nur eine Bedingungsgleichung liefern, wonach also z. B. Bedingungen, wie eine Gerade 
zu enthalten, doppelt oder dreipunktig zu berühren, ausgeschlossen sind. 

er 
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Seite gestellt werden muss, geht aus der in $. 6, $. 7 und $. 5 gemachten 

Zusammenstellung der charakteristischen Eigenschaften dieser drei Gebilde hervor. 
$.6. Es sind nämlich die Elemente: 

a) des Kegelschnitis seine Punkte und seine Tangenten, 

b) des Kegels seine Ebenen und seine Tangenten, d. h. die ihn erzeugenden 


(Geraden, 
des begrenzten Ebenenschnilts die durch seine beiden Hauptpunkte 
gehenden Punktgeraden, und die auf seinen beiden Hauptebenen liegenden 
Ebenengeraden. 
Ausser diesen Elementen ziehen wir noch in den Kreis unserer Be- 
trachtung: 

a) beim Kegelschnitt seine Tangentialebenen, d. h. die durch seine Tangenten 
gehenden Ebenen, und seine Treffgeraden, d. h. die durch seine Punkte 
sehenden Geraden; 
beim Kegel seine Punkte, d. h. die auf seinen Tangenten liegenden 
Punkte, und seine Treffgeraden, d. h. die auf seinen Ebenen gelegenen 
(Geraden; 
beim begrenzten Ebenenschnitt seine Punkte, d. h. die auf seinen Ebenen- 

geraden, also auf seinen Hauptebenen liegenden Punkte, und seine 'Tan- 
gentialebenen, d. h. die durch seine Punktgeraden, also durch seine 
Haupipunkte gehenden Ebenen. 
$.7. Die Analogien treten am deutlichsten hervor, wenn wir diese 
drei Gebilde zweiter Ordnung mit den Grundgebilden erster Stufe, d. h. mit 
denen, welche eine einfach unendliche Mannichfaltigkeit ihrer Elemente dar- 
bieten, also mit der geraden Punktreihe, dem Ebenenbüschel und dem Strahl- 
büschel in Beziehung setzen, was durch die folgende Zusammenstellung ver- 
deutlicht wird: 

a) Der Kegelschnitt hat mit jeder geraden Punktreihe, deren Träger in seiner 
Ebene liegt, und mit jedem Strahlbüschel, dessen Ebene seine Ebene ist, 
zwei Elemente gemein; 
der Kegel hat mit jedem Ebenenbüschel, dessen Träger durch seinen 
Mittelpunkt geht, und mit jedem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt sein 
Mittelpunkt ist, zwei Elemente gemein; 
der begrenzte Ebenenschnitt hat mit jedem Strahlbüschel, dessen Mittel- 
punkt auf seiner Hauptgeraden liegt, und mit jedem Strahlbüschel, dessen 


Ebene durch seine Haupigerade geht, zwei Elemente gemein. 
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$.8. Setzen wir die drei Grundgebilde erster Stufe zu den drei Ge- 
bilden zweiter Ordnung in eine solche Beziehung, dass jedesmal die Lage 
des einen von der Lage des andern ganz unabhängig ist, so erhalten wir 

Foigendes: 

a) Jeder Ebenenbüschel und jeder Strahlbüschel enthält zwei Elemente, welche 
zwei Tangentialebenen resp. zwei Treflgeraden eines beliebigen Kegel- 
schnitis sind; 

b) jede gerade Punktreihe und jeder Strahlbüschel enthält zwei Elemente, 
welche zwei Punkte resp. zwei Treilgeraden eines beliebigen Kegels sind; 

c) jede gerade Punktreihe und jeder Ebenenbüschel enthält zwei Elemente, 
welche zwei Punkte resp. zwei Tangentialebenen eines beliebigen be- 
srenzten Ebenenschnitts sind. 

$.9. Da ferner 

a) eine Ebene durch 3, ein Kegelschnitt aber durch 5 Bedingungen bestimmt 
ist, wenn seine Ebene bekannt ist; 

b) ein Punkt durch 3, ein Kegel aber durch 5 Bedingungen bestimmt ist, 
wenn sein Mittelpunkt bekannt ist; 

c) eine Gerade durch 4, ein begrenzter Ebenenschnitt aber auch durch 4 Be- 
dingungen bestimmt ist, wenn seine Hauptgerade bekannt ist; 

so gehören zur vollständigen Bestimmung 

a) eines Kegelschnitts 3+5=8 Bedingungen, 

b) eines Kegels 3+5=8 Bedingungen, 

c) eines begrenzten Ebenenschnitts 4+4=8 Bedingungen. 

$S. 10. Wenn wir nun die Forderung stellen, dass die beiden Elemente 

zusammenfallen, welche nach $. 7: 

a) ein Kegelschnitt «) mit jeder geraden Punktreihe gemein hat, deren 
Träger in seiner Ebene liegt, so erhalten wir einen Kegelschnitt, dessen 
Punkte eine gerade Punktreihe y bilden, und dessen Tangenten zwei 
Strahlbüschel bilden, deren Mittelpunkte auf g liegen, ein Gebilde, das 
mit „P“ bezeichnet werden soll; ?) mit jedem Strahlbüschel gemein hat, 
dessen Ebene seine Ebene ist, so erhalten wir einen Kegelschnitt, dessen 
Tangenten einen Strahlbüschel p bilden, und dessen Punkte zwei gerade 
Punktreihen bilden, deren Träger durch p gehen, ein Gebilde, das mil 
„&“ bezeichnet werden soll; 

b) ein Kegel «) mit jedem Ebenenbüschel gemein hat, dessen Träger durch 


seinen Mittelpunkt geht, so erhalten wir einen Kegel, dessen Ebenen ein 
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Ebenenbüschel g' bilden. und dessen Tangenten zwei Strahlbüschel bilden, 
deren Ebenen durch g’ gehen, ein Gebilde, das mit „PB“ bezeichnet 
werden soll; 5) mit einem Strahlbüschel gemein hat, dessen Mittelpunkt 
sein Mittelpunkt ist. so erhalten wir einen Kegel, dessen Tangenten 
einen Strahlbüschel p’ bilden, und dessen Ebenen zwei Ebenenbüschel 
bilden, deren Träger Strahlen von p’ sind, ein Gebilde, das mit „OÖ“ 
bezeichnet werden soll: 

c) ein begrenzter Ebenenschnitt &) mit jedem Strahlbüschel gemein hat, dessen 
Mittelpunkt auf seiner Hauptgeraden liegt, so erhalten wir einen begrenzten 
Ebenenschnitt. dessen Ebenengeraden ein ebenes Geradensystem *) e bilden, 
d. h. dessen Hauptebenen zusammengefallen sind, und dessen Punktgeraden 
nach wie vor zwei Strahlbündel bilden, deren Mittelpunkte auf e liegen, 
ein Gebilde, das mit „B“ bezeichnet werden soll; 5) mit jedem Strahl- 
büschel gemein hat, dessen Ebene durch seine Haupigerade geht. so er- 
halten wir einen begrenzten Ebenenschnitt. dessen Punktgeraden ein 
Strahlbündel e’ bilden. d. h. dessen Hauptpunkte zusammengelallen sind. 
und dessen Ebenengeraden nach wie vor zwei ebene Geradensysteme 
bilden, deren Ebenen durch e’ gehen, ein Gebilde, das mit „D’* be- 
zeichnet werden soll. 

PB und ® haben also das Aussehen von Punktenpaaren. © und © von Ge- 

radenpaaren. ‘P und B’ von Ebenenpaaren, konnten jedoch deshalb nicht so 

genannt werden, weil z. B. Punkte des Kegelschnitts ® nicht bloss die 
zwei Punkte sind, welche das Paar bilden. sondern vielmehr sämmtliche Punkte 
ihrer Verbindungsgeraden. Ferner wäre hier noch zu erwähnen, dass Kegel- 
schnitte B und ©, Kegel % und ©, sowie begrenzte Ebenenschnitte B und 
3 je durch eine Bedingung weniger bestimmt sind. als die allgemeinen Ge- 


bilde zweiter Ordnung. 


$. 11. Ein Kegelschnitt ® oder © ist also z. B. durch 4 Bedingungen 
bestimmt, wenn seine Ebene gegeben ist. 4 Bedingungen genügen aber auch 
alle Kegelschnitte eines ebenen Kegelschnitlsystiems (#,r). Folglich müssen 


*) Wir fassen die Ebene sowohl als den Träger aller in ibr liegenden Punkte 


auf, — ebenes Punktsystem —, wie auch als den Träger aller in ihr liegenden Ge- 
raden — ebenes Geradensystem —, und reciprok den Punkt als den Träger aller 
durch ihn gehenden Ebenen — Ebenenbündel —, wie auch als den Träger aller 
durch ihn gehenden Geraden — Strahlbündel —, und erhalten so vier Grundgebilde 


zweiter Stute. 
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in einem solchen Systeme eine gewisse endliche Anzahl von Kegelschnitten ® 
und © vorkommen, da ja diese durch die 4 Bedingungen des Systems endlich- 
deutig bestimmt sind. Irgend eine in der Ebene dieses Systems liegende Gerade 
g schneidet nun jeden Kegelschnitt in zwei Punkten, welche in zwei Fällen 
zusammenfallen können, erstens, wenn y den Kegelschnitt berührt, und zwei- 
tens, wenn dieser ein Gebilde ® ist, was aus $. 10, a) folgt. Jedem Punkte 
P auf g entsprechen aber « Punkte Q als zweite Schnittpunkte mit den « 
durch P gehenden Kegelschnitten, und umgekehrt entsprechen auch jedem ( 
u Punkte P. Es giebt auf y folglich 2« Stellen, wo zwei so zugeordnete 
Punkte P und O zusammenfallen. » dieser Stellen sind Berührungspunkte der 
Geraden mit Kegelschnitten des Systems (u, »v). Demnach bleiben Zu —rv 
Stellen übrig, wo Gebilde ‘B schneiden, und da jedes Gebilde ®. das in dem 
Systeme vorkommt, g in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, so folgt 
der Satz: 

a) In einem ebenen Kegelschnittsystem (u, r) giebt es 2u—r Kegelschnitte BP *). 
Dem reciprok findet man, wenn man stalt der Geraden y einen Strahlbüschel. 
statt der Kegelschnittpunkte Kegelschnitttangenten betrachtet: 

b) In einem ebenen Kegelschnitisystem («,») giebt es 2v—ı: Kegelschnitte © *). 
Analog dazu kommen in einem Systeme (vr, o) von Kegeln mil gemeinsamem 
Mittelpunkte 20—r Gebilde BP’ und 2 —o Gebilde ©’ vor. 


$. 12. Eine Fläche zweiter Ordnung hat drei Arten von Elementen, 

nämlich Punkte, die auf ihr liegen, Geraden, die sie berühren, und Ebenen, 
die sie berühren. Zwei Punkte hat sie mit einer geraden Punktreihe, zwei 
Gerade mit einem Strahlbüschel,. und zwei Ebenen mit einem Ebenenbüschel 
gemein. Analog $. 10 betrachten wir nun die drei besonderen Arten von 
Flächen, für welche diese gemeinsamen Elemente zusammenfallen, und zwar: 
a) Flächen „E*, welche mit jeder geraden Punktreihe, 
b) Flächen „Si“, welche mit jedem Ebenenbüschel, 
c) Flächen „E*, welche mit jedem Strahlbüschel 
zwei zusammenfallende Elemente gemein haben. Was nun die Lage der Ele- 
mente jeder dieser drei ausgearteten Flächen angeht, so folgern wir: 
a) Eine Fläche S hat zu ihren Punkten die Punkte eines ebenen Punkt- 

systems, zu ihren Tangenten die Treffgeraden, und zu ihren Tangential- 


*) Cf. den anders geführten Beweis von Herrn Chasles in den Comptes rendus, 


Bd. 585, S. 1173. 








b) 





























a) 


b) 


a) 


b) 


c) 
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ebenen die Tangentialebenen eines in der Ebene dieses Punktsystems 
liegenden Kegelschnitts. 

Eine Fläche 8 hat zu ihren Tangentialebenen die Ebenen eines Ebenen- 
bündels, zu ihren Tangenten die Treffgeraden, und zu ihren Punkten. die 
Punkte eines in diesem Ebenenbündel liegenden Kegels. 

üine Fläche & hat zu ihren Tangenten die Elemente einer Geraden ($.5), 
zu ihren Punkten die Punkte und zu ihren Tangentialebenen die Tangential- 
ebenen eines begrenzten Ebenenschnitts, welcher diese Gerade zu seiner 
Hauptgeraden hat. 


$.13. Daraus geht hervor mit Rücksicht auf $. 10: 
Der Kegelschnitt, welchen ein beliebiges ebenes Punkt- oder Geraden- 
system mit einer Fläche zweiter Ordnung gemein hat: 
e) wird zu einem P, wenn die Fläche zu einem © wird, 
?) bleibt ein allgemeiner Kegelschnitt, wenn die Fläche zu einem & wird, 
y) wird zu einem ©, wenn die Fläche zu einem € wird. 
Der Kegel, welchen ein beliebiges Ebenen- oder Strahlbündel mit einer 
Fläche zweiter Ordnung gemein hat: 
ec) bleibt ein allgemeiner Kegel, wenn die Fläche zu einem © wird, 
P) wird zu einem ®P', wenn die Fläche zu einem $ wird, 


y) wird zu einem ©, wenn die Fläche zu einem & wird. 


$. 14. Dass jede der drei Flächen S, 8, € durch eine Bedingung 


weniger, als eine allgemeine Fläche zweiter Ordnung, also durch 8 Bedingungen 
bestimmt ist, geht zuerst daraus hervor, dass die Bedingung, welcher die 
Punkte von ©, die Ebenen von $ oder die Tangenten von & in ihrer Lage 
genügen müssen, einer gegebenen Bedingung äquivalent ist. Dann wird es 
auch durch folgende Ueberlegung deutlich: 


die Ebene, auf welcher die Punkte eines © liegen sollen, ist durch 3, 
der auf dieser Ebene liegende zu S gehörige Kegelschnitt noch durch 
5 Bedingungen bestimmt; 

der Punkt, durch welchen die Ebenen eines $ gehen sollen, ist durch 3, 
der Kegel, der diesen Punkt zum Mittelpunkt hat, und zu 8 gehört, noch 
durch 5 Bedingungen bestimmt; 

die Gerade, welche die Geraden eines & schneiden sollen, ist durch 4, 
der begrenzte Ebenenschnitt, der diese Gerade zu seiner Hauptgeraden 
hat, auch durch 4 Bedingungen bestimmt. 
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8.15. Die 8 Bedingungen, welche zu einem System (u,v,o) von 
Flächen zweiter Ordnung gehören, bestimmen also auch Flächen €, 8, & 
endlichdeutig. d. h. unter den zu einem Systeme gehörenden Flächen zweiter 
Ordnung kommen eine gewisse Anzahl o von Gebilden S, z von Gebilden 
8. e von Gebilden & vor. Um diese Zahlen o, x, & als abhängig von den 
drei Charakteristiken «, v, o darzustellen, denken wir uns das Flächensystem 
(u,v,o) von einer Ebene geschnitten. Dann wird auf dieser durch jede 
Fläche ein Kegelschnitt, durch das ganze System ein ebenes Kegelschnittsystem 
(u, v) bestimmt. Dieses enthält nach $. 11, a) 2u—r Gebilde $. welche nach 
$. 13. a) die Schnitte der Ebene mit denjenigen Flächen des Systems sind, 
die in Flächen © ausgeartet sind. Daher gilt der Satz: 

a) Die Anzahl der Flächen © in einem Systeme («,»v,o) von Flächen 
zweiter Ordnung beträgt 0 = Zu —v. 

Aus den & Gebilden € schneidet die durch das System gelegte Ebene nach 

$.13, a) Kegelschnitte aus, die zu Gebilden & geworden sind. Ausserdem 

hat die Ebene aber auch mit jeder der sie berührenden o Flächen ein Gebilde 

6 gemein. Folglich muss das ausgeschnittene Kegelschnittsystem (u,v) 

e+o Kegelschnitte © enthalten. Die Anzahl dieser Gebilde ist aber nach 

$. 11, db) auch 2r— u. Daher der Satz: 

b) Die Anzahl der Gebilde & in einem Systeme (uw, », o) von Flächen zweiter 
Ordnung beträgt e= 2r— u—0. 

Sind ferner von einem Punkte aus an alle Flächen des Systems (u,»,o) die 

Tangentialkegel gelegt, so wird dadurch ein System (v,o) von Kegeln mit 

gemeinsamem Mittelpunkte bestimmt, und die reciproken Betrachtungen ergeben 

dann erstens den Satz b) noch einmal, und zweitens: 

c) Die Anzahl der Gebilde 8 in einem Systeme (u, »v,o) von Flächen zweiter 
Ordnung beträgt z= 2o —v. 

Diese 3 Formeln für o, &, z, gestatten uns, umgekehrt «, v, o durch 0, &, % 


auszudrücken, nämlich: 














30 -+?2Ee+x% 
d) a 1° ’ 

‚_.0+?2:+% 
e) v= 5 { 
f) = et 


$. 16. Für jedes der 45 Elementarsysteme haben wir also drei solche 
Gleichungen, aber auch drei Unbekannte o, &, #2. Da nun, wie schon in $.4 
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erwähnt, die Charakteristiken sämmtlicher Elementarsysteme im ganzen nur 55 
Elementarcharakteristiken sind, weil das u eines Systems zugleich das » oder 
o eines anderen sein kann, so fehlt uns also nichts weiter, als die Kenntniss 
von 55 der 3.45 Zahlen o, e, x, um alle übrigen o, e, 2 zu finden, und die 
55 Elementarcharakteristiken zu bestimmen ; vorausgesetzt allerdings, dass unter 
den bekannten 55 0, &, < nicht solche sind, die wegen der Formeln des $. 15 


Sämmtliche 45 Zahlen e aber, sowie 21 Zahlen o 


s—=0O und in 15 anderen 2=0 ist. 
$. 18. 


dingungen angeht, so wissen wir, dass alle gegebenen Geraden die Haupt- 


beiden Geraden die Hauptgerade schneiden müssen. 


eine Verbindungsgerade , 


für drei, vier, fünf oder sechs gegebene Ebenen gilt, welche nur statt der 


und 21 Zahlen # ergeben sich durch kurze und übersichtliche geometrische 
Betrachtungen, bei denen wir der Kürze wegen ein System von Flächen mit 
den elementaren Bedingungen, m Punkte zu enthalten, » Geraden und r Ebenen 
zu berühren, wo m+n+r=S8 ist, mit (m, r, r) bezeichnen. 

$. 17. 
müssen, durch mehr als 3 Punkte sich aber im allgemeinen keine Ebene legen 


Da sämmtliche Punkte einer Fläche S in einer Ebene liegen 


lässt, so ist o= 0 in jedem Systeme (m, »,r), wo m >>3; und reciprok, da 
sämmtliche Ebenen einer Fläche & durch einen Punkt gehen müssen, mehr 
als 3 Ebenen sich aber im allgemeinen nicht in einem Punkte schneiden, so 
ist z=0 in jedem Systeme (m,n,r), wo r>3 ist. Damit sind schon 30 
Bestimmungen gemacht, weil nach dieser Bemerkung in 15 Elementarsystemen 


Was die Bestimmung einer Fläche & durch 8 elementare Be- 


gerade schneiden, alle gegebenen Punkte auf den Hauptebenen liegen, und 
alle gegebenen Ebenen durch die Hauptpunkte gehen müssen. Sind nun drei 
Punkte gegeben, so liegen diese entweder alle drei auf einer Hauptebene, be- 
stimmen dieselbe also, oder es liegt einer von ihnen auf der einen Hauptebene, 
un: die beiden andern auf der andern; dann bestimmen diese eine Verbindungs- 
gerade, welche als Ebenengerade die Hauptgerade schneiden muss. Sind vier 
Punkte gegeben, so können entweder drei auf einer Hauptebene liegen, die 
also dadurch festgelegt ist, oder die vier Punkte bestimmen auf jeder Haupt- 
ebene eine Verbindungsgerade zweier, in welchem Falle die so erhaltenen 


Sind fünf Punkte gegeben, 


so bestimmen drei die eine Hauptebene, die beiden andern Punkte aber auf 


welche die Hauptgerade 


schneiden muss. Sechs gegebene Punkte endlich legen die beiden Hauptebenen, 
also auch die Hauptgerade fest. Beachten wir nun noch, dass das Reciproke 
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Hauptebenen die Hauptpunkte und statt der Verbindungsgeraden Schnittgeraden 
bestimmen, welche auch die Haupigerade schneiden müssen, erinnern wir uns 
ferner, dass es im allgemeinen keine Gerade giebt, die mehr als vier Geraden 
schneidet. oder die in einer bestimmten Ebene liegt, und mehr als zwei 
Geraden schneidet, so schliessen wir mit Rücksicht auf die obigen Bemerkungen, 
dass im Systeme (m, n,r) jedesmal e=0 ist, wenn a) » >4, b) n 3 und 
m oder r>?2, ec) n>?2 und m oder r —3, d) n>1 und m oder r 4. 
e) n >00 und m oder r >59. f) m oder r”>6. Demsemäss ist in 30 Ele- 
menlarsystemen &= 0. Die nunmehr erlangte Kenntniss von 60 jener 3.45 
Zahlen 6, &, 2 reicht aber zur Auffindung der 55 Elementarcharakteristiken 
deshalb noch nicht aus, weil gewisse dieser Zahlen aus den anderen durch die 
Formeln des $.15 abgeleitet werden können. Wir kommen nun zur Be- 
stimmung von Zahlen o, &, z, die von Null verschieden sind, wozu wir einige 
Bemerkungen vorausschieken müssen. 

$. 19. Ein Gebilde © war als eine Fläche zweiter Ordnung definirt, 
welche von jeder geraden Punktreihe in zwei zusammenfallenden Punkten ge- 
schnitten wird. An jeder Stelle A der Ebene eines © hat man sich also zwei 
Punkte A, und A, zu denken. Daher zählt ein Gebilde ©, welches der Be- 
dingung unterworfen ist, Punkt A zu enthalten, als Fläche eines Systems 
doppelt, nämlich als eine A, und als eine A, enthaltende Fläche. Sind zwei 
Punkte A und B gegeben, so ist ein durch A und B gehendes © als Fläche 
eines Systems vierfach zu zählen, weil man sich vorstellen muss, dass in A 
zwei Punkte A, und A,. in DB eben so B, und B, vereinigt sind, und dass es eine 
A, und B,, eine A, und B,, eine A, und B,. und endlich eine A, und B, 
enthaltende Fläche, also im ganzen vier zusammenfallende © giebt. Ebenso 
zeigt sich, dass ein drei Punkte enthaltendes © im Systeme achtfach zu zählen 
ist. Durch die analogen Deductionen erhärlet man, dass ein 8 zweifach. vier- 
fach, achtfach zu zählen ist, je nachdem es eine, zwei oder drei Ebenen ent- 
halten soll, und dass ein & zweifach, vierfach, achtfach, sechszehnfach zu 
zählen ist. je nachdem zu seiner Bestimmung eine, zwei, drei oder vier 


Geraden gegeben sind. 

$.20. Durch drei gegebene Punkte ist die Ebene eines S gerade 
bestimmt. Diese Ebene schneidet die ausserdem gegebenen Geraden und 
Ebenen in Punkten resp. Geraden, welche Punkte resp. Tangenten des zu © 
gehörenden Kegelschnitts sind ($. 12. a)). Beachten wir nun $.19 und ferner, 
dass 1 Kegelschnitt bestimmt ist durch 5 Punkte oder 5 Tangenten, 2 durch 


48 * 
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4 Punkte und 1 Tangente oder 1 Punkt und 4 Tangenten, und endlich 4 
Kegelschnilte durch 3 Punkte und 2 Tangenten oder 2 Punkte und 3 Tangenten, 
so ergiebt sich: 


a) in (3,59.0) und (3,0,5) ist o=1.8; 
b) in (3,4, 1) und (3,1,4) ist o=2.8; 
c) in (3,3, 2) und (3,2,3) ist o=4.8. 
Reciprok dazu: 

a) in (0,5,3) und (9,0,3) it z=1.8; 
b) in (1,4, 3) und (4,1,3) ist x=2.8; 
ec) in (2,3, 3) und (3,2,3) ist z=4.8. 


$.21. Was die Flächen & anbetrifft, so haben wir schon gefunden, 

dass in 30 Elementarsystemen ihre Anzahl gleich Null ist. Die übrigen 15 
Systeme sind (2, 4,2), (3, 3,2) und (2, 3,3), (4,2,2) und (2,2,4). (3,2, 3), 
(5,1.2) und (2,1,.5), (4,1,3) und (3,1,4), (6.0.2) und (2. 0,6). (5. 0, 3) 
und (3,0,5), endlich (4,0, 4). Wir kommen nun dazu, das & jedes dieser 
Systeme mit Beachtung der Bemerkungen des $. 18 zu bestimmen; wobei 
wir nach Festlegung der Haupigeraden einer Fläche € der Kürze wegen die 
sich dann von selbst ergebende Bestimmung der Hauptebenen und Hauptpunkte 
ausser Acht iassen werden, und wobei, wie wir im Voraus erwähnen, mit 
den ausserhalb der eckigen Klammern stehenden Zahlen wegen $. 19 mullti- 
plieirt ist. 

a) In (2,4,2) ist e= [2].16, weil die gegebenen vier Geraden von zwei 
Geraden gleichzeitig geschnitten werden können, welche Hauptgeraden 
von Gebilden GE werden. 

b) In (3.3.2) ist e=[3.2].8, weil die drei gegebenen Punkte dreimal die 
V hinlnue ‘ade zweier liefern, welche mit den drei gegebenen Geraden 
vier Geraden ausmachen, deren zwei gemeinsame Schnittgeraden Haupt- 
geraden von Flächen E werden. Reciprok ist in (2, 3, 3) auch e = [3.2]. 8. 

c) In (4,2,2) ist &=[3.2+4].4. Die vier gegebenen Punkte lassen sich 
nämlich zuerst dreimal in zwei Paare zerlegen, so dass dann die Ver- 
bindungsgeraden je zweier zu einem Paare gehöriger Punkte mit den 
beiden gegebenen Geraden vier Geraden ausmachen, welche zwei Haupt- 
geraden bestimmen. Ausserdem aber kann man auch von den vier ge- 
gebenen Punkten viermal drei abtrennen, auf deren Ebene die Schnittpunkte 
der beiden gegebenen Geraden eine Hauptgerade fest legen. Reciprok 
dazu ist in (2,2,4) auch e=[3.2+4].4 





d) 


f) 


h) 
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In (3, 2,3) ist e=[3.3.2].4. Von den drei gegebenen Punkten lassen 
sich nämlich auf dreifache Weise zwei Punkte absondern, von den drei 
gegebenen Ebenen auf dreifache Weise zwei Ebenen. Dann machen die 
Verbindungsgeraden zweier so abgesonderter Punkte, die Schnittgeraden 
zweier so abgesonderter Ebenen und die beiden gegebenen Geraden vier 
Geraden aus, welche zwei Haupigeraden bestimmen. 

In (5.1.2) ist e=[10].2, weil sich von den fünf gegebenen Punkten 
auf zeknfache Weise drei absondern lassen, auf deren Ebene die Ver- 
bindungsgerade der beiden andern Punkte und die gegebene Gerade zwei 
Schnittpunkte bestimmen, deren Verbindung eine Haupigerade wird. Re- 
ciprok dazu ist in (2, 1,5) auch e= [10].2. 

In (4,1,3) ist <= [3.3.2+4.3].2. Von den drei gegebenen Ebenen 
können wir nämlich auf dreifache Weise zwei absondern; die vier ge- 
sebenen Punkte aber liefern zuerst drei Paare von Verbindungsgeraden 
je zweier. Dann machen ein solches Paar, die Schnittgerade zweier 
ausgesonderter Ebenen, und die gegebene Gerade vier Geraden aus, welche 
zwei Haupigerade bestimmen. Von den vier gegebenen Punkten können 
wir aber auch auf vier verschiedene Arten drei absondern, auf deren 
Ebene die Schnittgerade zweier ausgesonderler Ebenen und die gegebene 
Gerade zwei Schnittpunkte bestimmen, deren Verbindung eine Hauptigerade 
wird. Reeciprok dazu ist in (3, 1.4) auch &= [3.3.2+4.3].2. 

In (6,0,2) ist e= 10, weil sich die sechs gegebenen Punkte in zehn- 
facher Weise in zwei Punkttripel zerlegen lassen, welche zwei Ebenen 
liefern, deren Schnittgerade eine Hauptgerade wird. Reciprok dazu ist 
in (2.0.6) auch e = 10. 

In (5.0.3) ist e= 10.3. Die fünf gegebenen Punkte bestimmen nämlich 
zehn Tripel von Punkten, und die drei gegebenen Ebenen drei Paare 
von Ebenen. Dann wird die Ebene jedes Punkttripels von der Ver- 
bindungsgeraden der beiden nicht dazu gehörigen Punkte und von 
der Schnittgeraden jedes Ebenenpaares in zwei Punkten geschnitten, durch 
deren Verbindung wir eine Hauptgerade erhalten. Reciprok dazu ist 
in (9.0.5) auch & = 10.3. 

Endlich ist ein (4,0,4) gleich 3.3.2+4.3-+4.3. Die vier gegebenen Punkte 
liefern nämlich zuerst drei Paare von Verbindungsgeraden zweier Punkte, 
die vier gegebenen Ebenen drei Paare von Schnittgeraden zweier Ebenen. 


Jedes Paar von Verbindungsgeraden giebt dann mit jedem Paare von 
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Schnittgeraden zwei Hauptgeraden als diejenigen Geraden, welche alle 
vier Geraden schneiden. Ferner wird die Ebene jedes der eier Punkt- 
tripel, welche durch die vier gegebenen Punkte bestimmt werden, von 
einem jeden jener drei eben erwähnten Schnittgeradenpaare in zwei 
Punkten geschnitten, deren Verbindung eine Hauptgerade festlegt. Wenn 
wir reciprok von den vier gegebenen Ebenen viermal je drei zusammen- 
fassen, so bestimmt der gemeinsame Schnittpunkt solcher drei Ebenen 
mit jedem der oben erwähnten drei Paare von Verbindungsgeraden zwei 
Ebenen, deren Schnitt eine Hauptgerade wird. 

$.22. So hat uns denn, um die bisher gewonnenen Resultate zu- 
sammenzufassen,. $. 17 15 der Zahlen o und 15 der Zahlen #, $.20 noch 6 
der o und 6 der z, und endlich $. 18 und $. 21 sämmtliche 45 Zahlen & bestimmt. 
Diese 87 Bestimmungen vereint mit den Formeln des $. 15 setzen uns in den 
Stand, sowohl die noch restirenden 24 Zahlen o und 24 Zahlen x, als auch 
sämmtliche Elementarcharakleristiken zu finden. wobei wir noch eine Reihe 
von Bestätigungen erhalten müssen, da die Zahl der Gleichungen die Zahl der 
Unbekannten um 32 übersteigt. Die Bestimmung der 55 Elementarcharakte- 
ristiken war aber die Beantwortung der Frage, wie viel Flächen zweiter Ordnung 
durch m Punkte gehen, » Geraden und r Ebenen berühren, wo m+n+r= 9 
ist; eine Frage, auf welche wir in $. 4 die Bestimmung der Anzahl der Flächen 
zurückgeführt haben, welche irgend welchen 9 Bedingungen genügen, deren 
Parameler bekannt sind. 

Die unten folgende Tabelle, welche die Bestimmung der Elementar- 
charakteristiken zeigen soll, enthält von den Zahlen zweier reciproker Systeme 
immer nur die zu dem einen gehörigen, weil in zwei reciproken Systemen, 
d. h. solchen, wo m und r vertauscht sind, auch « sich mit og, und © sich 
mit 2 verlauscht, während » und & denselben Werth behalten. Von den funf- 
zehn Columnen der unten folgenden Tabelle enthält die zweite 25 Elementar- 
systeme; in den folgenden vier Columnen sind die von vorhergehenden Sy- 
stemen her bekannten Elementarcharakteristiken aufgeführt, wobei ein rechts 
daneben stehender Buchstabe anzeigt, dass sich die davor stehende Zahl « 
oder o aus dem diesem Buchstaben angehörigen vorangehenden Systeme 
ergiebt. Die dann folgenden drei Columnen für o, &, z enthalten die sich 
aus $. 17. $. 18, $.20 und $.21 ergebenden. also schon bekannten Zahlen 
0, €, #, die nächsten fünf Columnen die dann mit Anwendung der Formeln 
des $. 15 resultirenden Werthe für «, v, o. 6, z. Endlich sind in der letzten 


N 
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Columne die 20 Elementarsysteme aufgeführt, welche den 25 der zweiten 


Columne reciprok und ungleich sind. 


S. 23. Tabelle der Elementarsysteme (cf. $. 22). 





















































ww‘ (refunden 
sekannt . "Er 
System nach 8.15 Reciprok Cs 
" System 
— ———n ee ” 
u ‚Wegen| o Wegen] o|e | zı ulvlo|o]|x 

a) | (4,0, 4) 0142| 0) 21 | 42] 21 

b)| (5,0,5) 21 a) 0130| 81 171 34 3.0.5) 
c)| (6,0,2) 17 b) 010 9] 18 161 (2,0,6) 
d)| (%,0,1) | y C) 0] 0 3] 6 12| (1,0, 
e)| (8,0,0) 3 d) | 0| 0 1| 2 4| (0,0, 8) 
f)I (4,1,3) 34 b) 42 da) 0160116 68 3, 1,4) 
| 5,1,2) | 18 0) [34 5) | 0)% 36 32| (2,1, 5) 
h)| (6,1,1) | 6 da) |IS 97|0|00 12 24| (1,1,6) 
i)| (7,1,0) 2! 0 6 d) | 0|10 4 s| (0,1,7) 
k)| (8,2,3) 168° NM |68 N 132[72 132 104 

I)| (4,2,2) 36, 9) 68 f) 040 72 641 (2,2, 4) 
m)| 52,1) | 12 m) 36 9 | 0] 0 24 48| (1,2,5) 
n) | (6,2,0) 4 i) 12 h) 01 0 S 161 (0,2, 6) 
0) | (3, 3, 2) 12 !) 1104 k) 132148 112 96 2,3,3) 
»| 431) | 24 m) | 72 ) 0] 0 48 961 (1,3,4) 
1 5,90) e n) | 24 m) 0] 0 16 32l| (0,3,5) 
r (2,4,2) [112 0) |112 0) 32 128 96 | 96 

s)| (3,4,1) 48 p) 1112 o) [16] © s0 144|| (1,4, 3) 
td) | (44,0) | 16 DD) |48 m 0] 0 32 64|| (0,4, 4) 
u)| (2,5,1) S0 s) 1128 r) 0 104 56 1152| (1,5,2 
vc)| (3, 5,0) 32 t) S0 $) SI 0 56 104| (0,5,3) 
w)| (1,6,1) [104 w) [104 u) 0 104|  [104|104 

xz)| (2,6,0) >6 cv) 1104 u) 0 | Ss0 321128] (0,6, 2) 
y)| (4,7,0) Ss0 x) ]104 w) 0 92 681116] (0,7,1) 
3 (0, 8,0) 92 y) 92 y) 0 92 92] 92 


Hiernach haben sich die von Herrn Chasles angegebenen Zahlen, welche 
die Anzahl der neun elementaren Bedingungen unterworfenen Flächen zweiter 


Ordnung ausdrücken sollen, als richtig erwiesen. 


8.24. Unsere Methode, diese Zahlen zu bestimmen, hat uns gleich- 
zeitie die Zahlen geliefert, welche angeben, wieviel Gebilde ©, &, 0 acht ele- 


mentaren Bedingungen genügen. Davon waren die 45 der €, sowie 21 der o und 
21 der z schon früher gefunden. Die Beziehung, welche eine Fläche © zu einem 
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Kegelschnitt, und eine Fläche X zu einem Kegel hat ($. 12), zeigt uns, dass 
aus den durch die obige Tabelle neu erhaltenen 24 Zahlen o und 24 Zahlen 
z sofort 2.24 Angaben über Kegelschnitte und Kegel folgen, von denen ich 


nur einige beispielsweise anführen möchte. Aus a) o=4.4*) in (2,0,6), 
b) o=4.8 in (2.1,5), ec) o=4.16 in (2,2,4), d o=4.24 in (2,3, 3), 
e) o=4.24 in (2,4,2), f) e=4.14 in (2,5, 1), 9) o=4.8 in (2, 6, 0) 
folgen sieben Angaben, von denen z.B. die aus d) resultirende heisst: 

Jedes Ebenenbüschel enthält 24 Ebenen, von denen jede 3 beliebig 
gegebene Geraden und 3 beliebig gegebene kbenen in 3 Punkten und 3 Ge- 
raden schneidet, welche Elemente eines und desselben Kegelschnitts sind. 

Daraus würden weiter Sätze folgen, wie z.B., wenn wir die aus a) 
und g) folgenden Angaben nehmen: 

Alle die Ebenen, welche sechs beliebige Ebenen in einem Brianchon- 
schen Sechsseit schneiden, umhüllen eine Fläche von der vierten Klasse und: 

Alle die Ebenen, welche sechs beliebige Geraden in einem Pascalschen 
Sechsechk schneiden, umhüllen eine Fläche von der achten Klasse. 

Ferner folgen aus a) o=2.6 in (1,0,7), db) o=2.12 in (1,1,6), 
c) o6=2.24 in (1,2,5), d) o=2.48 in (1,3,4), e) o=2.72 in (1,4, 3), 
f) = 2.176 in (1,5,2), 9) o=2.52 in (1,6,1), h) o=2.34 in (1, 7,0), 
acht Angaben, von denen z. B. die sich aus f) ergebende lautet: 

vin Ebenenbündel enthält 76 Ebenen, von denen jede 5 gegebene 
Geraden und 2 gegebene Ebenen in 5 Punkten und 2 Geraden so schneidet, 
dass der durch die fünf Punkte bestimmte Kegelschnitt von diesen beiden Ge- 
raden berührt wird. 

Endlich folgen aus o=4 in (0,0,8), o=8 in (0,1,7), o= 16 in 
(0.2.6). 06=32 in (0, 3,5), o=64 in (0, 4,4), o=104 in (0, 5, 3), o= 128 
in (0.6.2). o=116 in (0,7.1) und o=92 in (0,8,.0) die neun Angaben 
über die Anzahl der Kegelschnitte, welche » gegebene Geraden schneiden 
und r gegebene Ebenen berühren, wo a+r=8 ist. Die letzte dieser An- 
gaben sagt aus: 

Es giebt 92 Kegelschnitte, welche 8 gegebene Geraden schneiden **). 


*) Die Factoren 4, und nachher 2 sind wegen $. 19 abgesondert, wo gezeigt 
ist, dass bei zwei gegebenen Punkten jedes © vierfach, und bei einem gegebenen Punkte 
zweifach zu zählen ist. 

#=#) Dies ist schon von Herrn Lüroth in einer Bd. 68 dieses Journals enthaltenen 
Abhandlung bewiesen. 
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Von den reciproken Sätzen über Kegel will ich nur beispielsweise 
anführen: 

Der Ort der Mittelpunkte aller durch 7 Punkte gehenden Kegelflächen 
ist eine Raumcurve von der sechsten Ordnung, weil z=2.6 in (7,0,1). 
Ferner: 

Der Ort der Mittelpunkte aller durch 6 Punkte gehenden Kegelflächen 
ist eine Fläche vierter Ordnung, weil z=4.4 in (6,0, 2). 

Wenn wir gegebene Geraden berücksichtigen, so kommt unter anderem: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen, welche von 7 gegebenen 
Geraden berührt werden, ist eine Rhaumcurve von der 33H Ordnung, weil 
z—= 2.34 in (0, 7,1). Ferner: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen, welche von 6 gegebenen 
Geraden berührt werden, ist eine Fläche von der achten Ordnung, weil 
z—=4.8 in (0,6, 2). Schliesslich: 

Es giebt 128 Kegelflächen, welche durch 2 gegebene Punkte gehen, 
und 6 gegebene Geraden berühren. 

$.25. Die eben gefundenen Angaben über Kegelschnitte und Kegel 
bilden die Grundlage zu einer Entwickelung der Theorie der Charakteristiken 
für beliebig im Raume gelegene Kegelschnitte und Kegel. Zu erwähnen wäre 
dabei, dass die Bedingung, einen Punkt zu enthalten, für einen Kegelschnitt 
Doppelbedingung ist, und ebenso für einen Kegel die Bedingung, dass eine 
gegebene Ebene eine seiner umhüllenden Ebenen sein soll. Das Schneiden 
einer Curve aber ist z. B. eine einfache Bedingung für einen im Raume be- 
liebig liegend gedachten Kegelschnitt. Beispielsweise wollen wir uns die 
Aufgabe stellen, die Anzahl der Kegelschnitte zu bestimmen, welche 8 ge- 
gebene Raumeurven C", C”, C" ... C* von den Ordnungen n,. %, ... ns 
schneiden. Zu dem Ende denken wir uns die Gesammtheit der Kegelschnitte, 
welche 7 einfachen Bedingungen genügen, und nennen dieselbe ein System 
(v, 0), wenn » jener Kegelschnitte irgend eine Gerade schneiden und o irgend 
eine Ebene berühren. Da also von den zweifach unendlich vielen Punkten 
aller Kegelschnitte eines Systems (v,o) auf jeder Geraden v liegen, so ist 
ihr Ort eine Fläche rt Ordnung. Diese schneidet daher eine gegebene Raum- 
curve ©” von der Ordnung r» in ».v Punkten. Durch diese gehen also n.rv 
Kegelschnitte, welche die einzigen sind, die C” schneiden können. Verfahren 
wir nun ähnlich, wie bei der Herleitung des Ausdruckes (Z,, Z, ... Z,) in 
$.4, so erhalten wir zuerst, dass die Anzahl der Kegelschnitte, welche 
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0", C", C" ... C” schneiden, z,mal so gross ist, als die Anzahl der Kegel- 
schnitte, welche eine gegebene Gerade und EC”, C” ... C" schneiden, und 
schliesslich, dass sie n,.%.”, ... ns mal so gross ist, als die Anzahl der 
Kegelschnitte, welche 8 gegebene Geraden schneiden, d. h. wegen o = 92 in 
(0. 8,0), gleich 92.n,.”, ... x, ist. Demnach ist die Anzahl der Kegelschnitte, 
welche 8 Kegelschnitte schneiden, 92.2”. 

$.26. Die durch die Tabelle des $.23 erlangte Kenntniss der Ele- 
mentarcharakteristiken setzt uns jetzt in den Stand, die in $. 4 entwickelte 
Formel 

(Z,, 2, 2... Z) = Z[(m, n, r) Z(a y,)] 

anzuwenden. Wir wissen z. B. aus $.3, dass die Bedingung, eine Fläche 
zweiter Ordnung zu berühren, die Parameter «=2, 9=?2, y=?2 hat. Um 
also daraus die Anzahl der Flächen zweiter Ordnung zu berechnen ,„ welche 
9 gegebene berühren, setzen wir für jede der 27 Grössen @,, Pı> Yıs --- %os Pos Yo 
den Werth 2 ein, sowie für die 55 Grössen (m,n,r) die aus der Tabelle re- 


1 r ( 9! 
sultirenden Zahlen, und erhalten 2°. = | (m, n, | 








01019: 77 0N!8! Ber 1: ; zum 
2(8-+17-+-56) 


_ 90 en , 2(2+3+92) , 2(4-+9-+80) 


2(16+21--32)  2.6-+104 








24 01316! 7 01415! 11117! 
2(12-+18-+104) ı 224 -+34 480) 2.48-+42 
+ ja rg 


11216! 


2.364128 , 2(72 468-4112) 104 
ara 7 IEIET + sata 





-t- 
— 666841088 als die Anzahl der Flächen zweiter Ordnung, welche neun 
gegebene berühren. 


Berlin, den 18. März 1870. 
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Ueber den Feuerbachschen Satz für das ebene 
Dreieck. 


(Von Herrn J. Lappe in Neu-Dietendorf bei Gotha.) 


In 68sten Bande dieses Journals p. 208 erwähnt Herr Schröter in dem 
Vorworte zu seiner Abhandlung „Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften 
des ebenen Dreiecks“ den von Feuerbach gefundenen Satz, dass der durch 
die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehende Kreis die vier dem Dreiecke 
einbeschriebenen Kreise gleichzeitig berührt, mit dem Bemerken, dass er häu- 
figer angeführt als bewiesen worden sei. 

Ich erlaube mir im Folgenden eine möglichst natürliche Entwickelung 
dieses Satzes zu geben, mit Hülfe der allgemeinen Gesetze der Kreisberührung. 
als deren specieller Fall er sich im Wesentlichen erweisen wird, indem ich 
das zum Beweise nöthige Material kurz vorausschicke. 

I. Sind M,. M,, M, und M, die Mittelpunkte der drei äusseren und 
des inneren Berührungskreises *) eines Dreiecks J,J,J;. so bildet die Ecke J, 
gleichzeitig den inneren Aehnlichkeitspunkt der beiden äusseren Berührungs- 
kreise M,,. M, und den äusseren Aehnlichkeitspunkt des dritten äusseren und 
des inneren Berührungskreises, d.h. der Kreise M,. M,; Aehnliches gilt für die 
Ecken J, und J;. 

Da die Gentrale M,M, den Winkel J, J,J, und die Centrale M, M, dessen 
Nebenwinkel halbirt. so steht M,M, senkrecht auf M,M, und aus gleichem 
Grunde M;M, auf M,M,, M,M, auf M,M,. so dass M,M,. M,M,. M,M, die 
Höhen des Mittelpunktdreiecks M,M,M, bilden und M, den Höhendurchschnitts- 
punkt desselben. 

Bezeichnet man mit 7, den Potenzpunkt derjenigen drei Kreise, welche 
nach Ausschluss des Kreises M, von den vier Kreisen M,. M;, M,, M, übrig 
bleiben, so ist ,71,, Verbindungslinie von , und z,, die Potenzlinie der 
Kreise M,. M,. sie steht demnach senkrecht auf der Centrale M,M, derselben 


*) Der Kürze wegen werde ich im Folgenden die Kreise durch ihre Mittelpunkte 
bezeichnen. 
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und ist. nach dem Vorhergehenden, parallel der Centrale M,M,, ebenso ist 
allgemein 7,7, parallel M,M,; zwischen den 6 Geraden 71,7, finden daher die- 
selben Beziehungen statt, die wir oben zwischen den M;M, gefunden haben, 
es steht nämlich 7,77, senkrecht auf 7,9%, 7,7, senkrecht auf 7,7;, und ,, 
senkrecht auf ,7,. Die Potenzlinien der drei äusseren Berührungskreise sind 
also die Lothe des durch die drei übrigen Potenzlinien gebildeten Dreiecks. 
Mit p1» pP» pP; bezeichne ich die Mitten der drei Seiten ZJ, JJ. 
J,J;. Dies vorausgesetzt betrachte ich die Seile J,J,. welche eine der beiden 
gemeinschaftlichen äusseren Tangenten der Kreise M,, M, bildet und von diesen 
Kreisen in den Punkten a,. b, berührt werden möge, sodass a,b, diejenige 
Strecke ist, die man als die Länge der äusseren gemeinschaftlichen Tangente 
der Kreise M,,. M, bezeichnen kann. Die Kreise M,, M, besitzen ausser 
ihrem Paar äusserer gemeinschaftlichen Tangenten noch ein Paar innerer ge- 
meinschaftlichen Tangenten, deren Länge ab", zwischen den Berührungs- 
punkten gemessen, sich in doppelter Weise durch die Doppelgleichung 
a9 = I a; —Jb,=J,b— Ja; 
ausdrücken lässt. Da nun ferner 


a,b, = Ja, + Jı b, = J,b, + Jsa;. 





so ergiebt sich 
Ja;= Jb;. Jıb; = J,a;, 

d. h. der Halbirungspunkt p, von JıJ, ist zugleich Halbirungspunkt von a,b; 
oder, was dasselbe ist, p, liegt auf der Potenzlinie der Kreise M,, M,, also 
auf der Geraden ,n,. Mit derselben Leichtigkeit beweist man, dass p, auf 
71,71, liegt, dass also p, den Durchschnitt von 77,77, und 71,71, bildet. Aehnliches 
gilt von p, und p,. Daher kann man das gewonnene Resultat in folgendem 
Lehrsatz zusammenfassen: 

Aus einem gegebenen Dreieck leite man mit Hülfe seiner vier Berüh- 
rungskreise ein neues Dreieck dergestalt ab, dass der aus je zwei äusseren 
und dem inneren berührungskreise gebildete Potenzpunkt je eine Ecke des 
neuen Dreiecks ist, dann fallen die Höhenfusspunkte des neuen Dreiecks mit 
den Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks zusammen. 

II. Durch g,. den Fusspunkt des von J;, auf J,J, gefällten Lothes, lege 
ich einen Kreis «@, welcher die Kreise M,, M, von aussen berührt, und durch 
Ps, die Mitte der Seite J,J,. einen Kreis «,, welcher die Kreise M,, M,; 
ebenfalls von aussen berührt, dann werde ich in Folgendem zeigen, dass die 


beiden Kreise « und «, zusammenfallen. 
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Man kann g, als einen zu einem Punkte redueirten Kreis, die äussere 
Tangente J,J; der beiden Kreise M,, M, als einen Kreis von unendlichem 
Radius auflassen, dann wird der innere Aehnlichkeitspunkt r, der Kreise « und 
J,J; auf dem Kreise « liegen und der Potenzpunkt der drei Kreise M,. M,. 
g; sein, ebenso wird auch der Potenzpunkt o, der drei Kreise M,. M,, p; 
auf dem Kreise «, liegen; r, und o, liegen selbstverständlich auf der Potenz- 
linie 7,7, der beiden Kreise M, und M,. 

Denkt man sich den durch J;. g; und den äusseren Aehnlichkeitspunkt 
A, der beiden Kreise M,. M, gelegten Kreis, so liegt dessen Mittelpunkt 
in der Centrale M,M, und halbirt die Strecke J,A,. 

Nach einem bekannten Satze ist die Potenzlinie der Kreise M,. M, 
auch die der Kreise » und M,. und » und M,. Zieht man daher die den 
Kreis z in q, berührende Tangente, welche die Potenzlinie 7,7, in r, treffen 
möge, so ist (rzq;), die Potenz des Punktes r, in Bezug auf Kreis », oder 
auch auf den zu einem Punkte redueirten Kreis q;. gleich der Potenz des 
Punktes r,;, in Bezug auf die Kreise M,, M,; r, ist also Potenzpunkt von 
M,, M;,, q. 

Die Potenzlinie ,r, von M, und M, trifft, wie oben gezeigt wurde, 
die JıJ, in dem Halbirungspunkte p, der Strecke JıJ., das Dreieck pr, g; 
ist gleichschenklig, denn 

29; =M—ZLJ, Ag, 

3,5, =MW —- in; A =MW—-J,Ag=Lrp9; 
in Folge dessen ist r, auch Potenzpunkt von M,, M;, p; und fällt demnach 
mit o zusammen. Daher geht die Potenzlinie P, der beiden Punkte p, und 
G;, d.h. die in der Mitte der Strecke p;g; errichtete Normale, auch durch r;, 
welcher Punkt sich demnach am kürzesten als Durchschnitt der Linien P; 
und 7,71, definiren lässt. 

Da nun der Kreis « durch r, geht und die Kreise M,. M, von aussen 
berührt, und da der Kreis «, ebenfalls durch r, (identisch mit g,) geht und 
die Kreise M,. M, von aussen berührt, da ferner die beiden Kreise « und 
a, nach Voraussetzung dieselbe äussere Tangente J,J,; der Kreise M,, M, in 
den Punkten g; resp. p; schneiden, so fallen sie zusammen in einen Kreis «, 
welcher durch die Punkte p,, g;, r; geht und die Kreise M,, M, von aussen berührt. 

Der Kreis « ist durch die drei Punkte p;. q;, r,; vollständig bestimmt, 
ein durch diese Punkte gehender Kreis berührt also die Kreise M, und M, 
von aussen, oder mit anderen Worten: 
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Zwei äussere Berührungskreise eines Dreiecks, zu welchen die eine 

Seite äussere und die beiden anderen innere Tangenten sind, werden von 
dem Kreise gleichartig von aussen berührt, welcher durch die Mitte der 
die äussere Tangente bildenden Seite, durch den auf derselben liegenden 
Höhenfusspunkt und durch den Durchschnittspunkt der Potenzlinien dieser 
beiden Punkte und der beiden Berührungskreise des Dreiecks geht. 

Es lässt sich nun auf dieselbe Weise, wie eben geschehen ist, nach- 
weisen und bedarf keiner ausführlicheren Ableitung, dass auch jedesmal ein 
äusserer und der innere Berührungskreis eines Dreiecks, zu welchen die eine 
Seite als innere Tangente und die beiden übrigen als äussere Tangenten ge- 
hören, von dem Kreise ungleichartig berührt werden, welcher durch die Mitte 
der die innere Tangente bildenden Seite, durch den auf derselben liegenden 
Höhenfusspunkt und durch den Durchschnittspunkt der Potenzlinien dieser 
beiden Punkte und der beiden Berührungskreise des Dreiecks geht. 

Danach wird ein Kreis %, welcher die Punkte p,. g, und den Punkt 
s, enthält, in dem sich die Potenzlinie P, der Punkte p;, g,; mit der Potenz- 
linie 71,77, der Kreise M,, M, schneidet, die Kreise M,, M, ungleicharlig berühren. 

Da die Punkte r,, p, auf n;7, und die Punkte s,, p, auf 7,7, liegen, 
und da 7,7, normal auf 7,7, steht, wie in I. nachgewiesen wurde, so ist 
/.r,p,s, ein rechter, und es ist leicht einzusehen, dass Z.r,g,s; ihm gleich ist, 
so dass sich durch die vier Punkte r;, 9, $;, p; ein Kreis k, legen lässt. 

Nun geht aber der Kreis « durch die drei Punkte p,,. 9, r; des 
Kreises 4,. und der Kreis 5 durch die drei Punkte p;, g;, s; des Kreises h;, 
so dass die Kreise « und 5 mit dem Kreis %, zusammenfallen, welcher letztere 
daher die Eigenschaften der beiden Kreise « und ? in sich vereinigt. Es 
wird daher der durch die vier Punkte p,, g;, r;, s; gelegte Kreis A, die 
vier Kreise M,, M;,. M,,. M, berühren und zwar M,, M, gleichartig von aussen, 
M,. M, ungleicharlig, indem, wie die Anschauung lehrt, %k, den inneren Be- 
rührungskreis M, stets von innen berühren wird. 

Da sich durch die Mitte p, der Seite J,J,; und durch den auf derselben 
liegenden Höhenfusspunkt g; ein Kreis A, legen lässt, welcher die drei äusseren 
Berührungskreise M,, M,, M, von aussen und den inneren Berührungskreis 
M, von innen berührt, wird man durch die Mitte p, der Seite J,J, und den 
auf derselben liegenden Höhenfusspunkt g; einen Kreis %, legen können, welcher 
M,, M,. M, von aussen, M, von innen berührt, und ebenso durch die Mitte 
pı der Seite J,J, und durch den auf derselben liegenden Höhenfusspunkt g, 
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einen Kreis k,, welcher gleichfalls die drei äusseren Berührungskreise M,. M,, M, 
von aussen und den inneren Berührungskreis M, von innen berührt. 

Da es aber nur einen Kreis giebt, welcher drei gegebene andere 
Kreise von aussen berührt, so fallen die Kreise %,. A,. Ä,. von denen jeder 
die drei äusseren Berührungskreise des Dreiecks J,J,J,; von aussen berührt, 
in einen Kreis % zusammen, welcher die Eigenschaften von %,,. A, und 4, in 
sich vereinigt; der Kreis % geht also durch die Mitten p,, p;. p; der Seiten 
des Dreiecks J,J,J,; und durch die auf denselben liegenden Höhenfuss- 
punkte q,, 92, 9; und berührt die vier Berührungskreise M,, M,, M,, M, des 
Dreiecks JıJJ;. 

Der Kreis % ist durch die drei auf seinem Umfang liegenden Punkte 
Pı» Pa, p; vollständig bestimmt, man kann daher das gewonnene Resultat auch 
so aussprechen, dass ein durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehender 
Kreis die auf denselben liegenden Höhenfusspunkte enthält und die vier Be- 
rührungskreise ‘des Dreiecks berührt, q. e. d. 

IH. Es lässt sich aus dem Vorhergehenden eine Folgerung ziehen. 
welche als eine Erweiterung des eben bewiesenen Satzes anzusehen ist. 

Wie in I. gezeigt wurde, sind die Mitten p,, P:, pP, der Seiten des 
Dreiecks J,J,J,; die Höhenfusspunkte des Dreiecks 7,77,77,. dessen Seiten und 
Normalen die sechs zu den vier Berührungskreisen M,. M,, M,, M, des Drei- 
ecks J,J:J, gehörigen Potenzlinien sind. Indem also der Kreis k durch die 
Höhenfusspunkte p,, p,, p; des Dreiecks 71,7,77, geht, werden die Punkte s,. 
$;, $;. In denen er die Seiten dieses Dreiecks zum zweiten Male schneidet, 
die Mitten der Seiten desselben sein, der Kreis # wird demnach auch die vier 
Berührungskreise des Dreiecks 7,71,77, berühren. Die sechs Potenzlinien, welche 
zu diesen vier Berührungskreisen gehören, bilden nun wieder die Seiten und 
Normalen eines Dreiecks n,n;71,, dessen Höhenfusspunkte die Mitten s,. s,, 8; 
des Dreiecks 71,77,:7, sind, und da der Kreis % durch die Höhenfusspunkte 
Sıs $, 5; des Dreiecks n,n;n; geht, so wird er auch durch die Mitten der 
Seiten desselben gehen und die vier Berührungskreise desselben berühren. Die 
sechs Potenzlinien, welche zu diesen vier Berührungskreisen gehören, werden 
nun wieder die Seiten und Normalen eines Dreiecks }n;7}; bilden und man 
sieht, wie auf diese Weise eine unendliche Reihe von Dreiecken 71,71, 71, 
EEE Er EEE entsteht, deren Höhenfusspunkte 
und Seitenmilten auf einem Kreise liegen, welcher auch die Berührungskreise 


der Dreiecke berührt. 











392 Lappe, über den Feuerbachschen Satz. 





Es lassen sich nun die Beziehungen, welche zwischen den Winkeln 
zweier Dreiecke dieser Reihe stattfinden, leicht ermitteln. Sind nämlich 


m m 


a”, 727, 713; die Winkel des Dreiecks nn? n%, und a}, n?', n3" die Winkel 
des Dreiecks I" a" n77', so ist 
180° — nn m _ 180° nz! m _ 180° .n3=! 
rn 5 


1.) = ——, nn I zum — 
und bezeichnet man die Winkel des Dreiecks J, J,J, mit Jı. Jh. J5. so ist 








2 B 2 . 


a7 = 60° + (- 9". (4-60) 
(2) ar = 604 (- 4)”. (4,60) 
= 604-3)". (h-60N) 


Aus diesen Gleichungen folgt, dass jeder Winkel eines Dreiecks dieser Reihe 
näher an 60° ist, als der entsprechende Winkel des ihm in der Reihe vor- 
hergehenden Dreiecks, und dass sich diese Dreiecke dem gleichseitigen immer 
mehr nähern; auch würde sich leicht zeigen lassen, dass der Inhalt derselben 
stetig zunimmt, bis er sein Maximum im gleichseitigen Dreieck erreicht. 


Neu-Dietendorf bei Gotha, 1869. 
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